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PREDSLOV

Tento u£ebný text má slúºi´ ako pomôcka pri ²túdiu elektroniky pre ²tudentov experimen-
tálnej fyziky. V ºiadnom prípade nemáme ambíciu obsiahnú´ problematiku elektroniky v
celej ²írke, ani do h¨bky odpovedajúcej inºinierskemu ²túdiu. Pre kaºdú oblas´ elektro-
niky existuje nepreberné mnoºstvo dostupnej literatúry. V tomto texte sme sa zamerali
na analógovú elektroniku - systémy (so sústredenými parametrami) spracúvajúce analó-
gový (nízkofrekven£ný) signál. Dôraz pritom kladieme na teóriu lineárnej odozvy systémov.
Na²ou snahou je poskytnú´ fyzikálny vh©ad do problematiky, a tieº ukáza´, ºe matema-
tická reprezentácia analógových signálov a systémov, ako aj ich vzájomnej interakcie, je
analogická opisu fyzikálnych procesov v rozli£ných oblastiach fyziky (kvantová mechanika,
fyzika materiálov, ²tatistická fyzika,...), a v ²ir²om kontexte je pouºitelná aj na zloºitej²ie
"analógové" systémy (biologické, ekonomické, a pod.).

V prvej £asti prezentujeme základné metódy matematického opisu elektronických signálov
(2. kapitola), s dôrazom na fourierovskú reprezentáciu. �itate©ovi neunikne ídeová zhoda
s vlnovým formalizmom kvantovej mechaniky. V rovnakom duchu parametrizujeme sys-
témy (3. kapitola) interagujúce so signálmi (pri takomto opise pritom vôbec nemusí ís´
o systémy elektronické, ba ani fyzikálne). 4. kapitola je venovaná analýze najjednoduch-
²ích lineárnych elektronických systémov. Stochastickým (náhodným) signálom a metódam
opisu ich interakcie so systémami je venovaná 5. kapitola. Posledná 6. kapitola obsahuje
návody na analýzu vlastností (lineárnych) elektronických obvodov. Niektoré témy sú v
záujme kontinuity hlavného textu presunuté do Dodatkov.

Výskyt chýb £i nejasných formulácií nie je vylú£ený, za £o sa £itate©ovi ospravedl¬ujem.
Taktieº uvítam kon²truktívnu kritiku a návrhy na vylep²enie textu.

Autor
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1. ZÁKLADNÉ POJMY

1.1 SIGNÁL

Signál je fyzikálny jav, ktorý je z h©adiska pozorovate©a nosite©om informácie. V elektronike
má signál spravidla podobu elektrického napätia alebo prúdu (v ²ir²om fyzikálnom kontexte
môºe ís´ o ©ubovo©nú veli£inu). Matematickou reprezentáciou signálu je funk£ná závislos´
jednej veli£iny (závislej premennej) od inej veli£iny alebo viacerých veli£ín (nezávislých
premenných).

Pre analógový signál nadobúda závislá premenná hodnoty zo spojitého intervalu funk£-
ných hodnôt. Pre digitálny signál nadobúda závislá premenná len ur£ité diskrétne hod-
noty, resp. hodnoty z ur£itých úzkych (spojitých) intervalov, odpovedajúce príslu²ným £í-
selným kódom (spravidla 0 alebo 1 v binárnej sústave). (V ¤al²om texte budeme pracova´
výlu£ne s analógovým signálom ako funkciou jednej nezávislej premennej - £asu.)

Analógové signály moºno ¤alej rozdeli´ na spojité - de�nované na spojitom intervale
nezávislej premennej (napr. v ©ubovo©nom £ase), a diskrétne - de�nované len pre ur-
£ité diskrétne hodnoty nezávislej premennej (napr. pre ur£ité £asové okamihy t0, t1, t2, ...).
Diskrétnos´ analógového signálu vyplýva bu¤ z charakreru samotného signálu (jav na-
stávajúci len pri istých hodnotách nezávislej premennej), alebo z charakteru merania -
hodnota závislej premennej je vzorkovaná (snímaná) len pri istých hodnotách nezávislej
premennej (zvä£²a diskrétne signály vzniknuté vzorkovaním periodicky v £asových okami-
hoch tk = t0 + kΘ, Θ - vzorkovacia perióda, k - celé £.).

Signály rozde©ujeme aj z h©adiska ich matematickej reprezentácie: Deterministickým
nazývame signál, ktorý je moºné reprezentova´ analytickou funkciou na základe determi-
nistického modelu vzniku signálu (napr. £asový priebeh harmonicky oscilujúcej veli£iny).
Opakom je náhodný (stochastický) signál, ktorý je produktom náhodného procesu a
nemoºno ho vyjadri´ v konkrétnej matematickej forme.

1.2 SYSTÉM

Elektronické sú£iastky a obvody z nich tvorené predstavujú systém, ktorý sa podie©a na
tvorbe, spracovaní a prenose signálu.
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Pod©a po£tu svoriek systému hovoríme o n-póloch (n svoriek) alebo o n-bránach (n dvo-
jíc svoriek). Jednotlivé dvojice svoriek de�nujeme ako vstupné/výstupné. Vstupu (resp.
vstupom) a výstupu (resp. výstupom) systému pridruºujeme pojmy vstupný signál
x1(t), x2(t), ...xm(t) a výstupný signál y1(t), y2(t), ...ym(t), kde xk(t), yk(t) sú signály
na k-tom vstupe, resp. výstupe.

Pod©a charatkeru analógových signálov rozli²ujeme
- spojitý analógový systém - vstupný aj výstupný signál spojité
- diskrétny analógový systém - vstupný aj výstupný signál diskrétne
- hybridný analógový systém - rôzny charakter vstup«ého a výstupného signálu

Z h©adiska rozmerov analógového systému (d) v porovnaní s vlnovými d¨ºkami signálov (λ)
rozli²ujeme systémy so sústredenými (d � λ)alebo rozloºenými (d > λ) paramet-
rami.

Pre analýzu elektrických systémov so sústredenými parametrami vyuºívame Kirchho�ove
zákony. Pri matematickom opise zloºitej²ích systémov vyuºívame moºnos´ rozdeli´ ich na
jednoduch²ie podsystémy, ktoré reprezentujeme idealizovanými prvkami (v elektrických
systémoch napr. ideálnymi R, L, C), ktorých charakter sa dá vyjadri´ v prípade spojitých
systémov diferenciálnymi rovnicami, a v prípade diskrétnych systémov diferen£nými rov-
nicami

dy
dt →

y(k)−y(k−1)
τ

d2y
dt2
→

y(k)−y(k−1)
τ

− y(k−1)−y(k−2)
τ

τ = y(k)−2y(k−1)+y(k−2)
τ2

x =
∫
ydt→ x(k) = x(k − 1) + τ

2 [y(k) + y(k − 1)]

• Linearita
Systém nazývame lineárnym, ak vlastnosti výstupného signálu sú ur£ené vstupným signá-
lom a operátorom lineárneho systému T̂

y(t) = T̂ x(t)

Naopak, pre nelineárny systém platí

y(t) = T̂1x(t) + T̂2x
2(t) + ...

Najjednoduch²ím prípadom lineárneho systému je ideálny lineárny rezistor, ktorého ope-
rátorom, ak za vstupný signál budeme povaºova´ napätie U(t) a za výstupný signál prúd
I(t), je jeho vodivos´ G

I(t) = GU(t)
V prípade nelineárneho rezistora dostávame nelineárnu voltampérovú charakteristiku (VACH)

I(t) = G1U(t) +G2U2(t)...

kde G1 = dI
dU predstavuje dynamickú, resp. diferenciálnu vodivos´, ktorá je rôzna od

jeho statickej vodivosti IU v danom bode VACH - pracovnom bode.

Linearita systému v sebe zahr¬uje dve vlastnosti: homogenitu a princíp superpozície

T̂ [αx(t)] = αT̂x(t) T̂ [x1(t) + x2(t)] = T̂ x1(t) + T̂ x2(t)

ktoré sú pre nelineárne systémy naru²ené.

Ak vstupný signál nelineárneho systému je x(t) = x0 +A cosωt,
výstupný signál obsahuje fourierovské spektrum vy²²ích harmonic-
kých y(t) = f(x0 +A cosωt) = y0 +

∑∞
k=1 yk cos(kωt+ ϕk) .

Systém nelineárny do 2. stup¬a (nelinearita je aproximovaná polynómom 2. stup¬a) pre
biharmonický vstupný signál x(t) = x0 + A cosω1t + B cosω2t dáva výstupný signál
obsahujúci frekvencie ω1, ω2, 2ω1, 2ω2, ω1 + ω2, ω1 − ω2 , pre nelinearitu do 3. stup¬a
výstupný signál obsahuje navy²e frekvencie 3ω1, 3ω2, 2ω1 ± ω2, 2ω2 ± ω1 .
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Vo v²eobecnosti výstupný signál navy²e obsahuje kombina£né frekvencie
n1ω1 + n2ω2 + ...+ nkωk + ...

kde nk je kladné i záporné celé £íslo, a ωk sú frekvencie obsiahnuté v spektre x(t).

V reálnych systémoch je ich linearita len idealizáciou, vhodnou len v obmedzenom rozsahu.

• Zotrva£nos´
Ak systém obsahuje pamä´ový prvok (tj. prvok akumulujúci energiu), okamºitý výstupný
signál závisí aj od histórie systému

y(t) = T̂ x(t− τ)

• Aktívnos´/pasívnos´
Systém je aktívny, ak výstupný signál je energeticky "obohatený" oproti vstupnému sig-
nálu. Opakom je pasívny systém.

• Stabilita
Systém je stabilný, ak výstupný signál nenarastá neobmedzene

|y(t)| <∞ ak |x(t)| <∞

• Stacionarita
Systém je stacionárny, ak jeho vlastnosti nezávisia od £asu (T̂ 6= T̂ (t) pre lineárny sys-
tém).

• Kauzalita
Systém je kauzálny, ak aktuálny výstupný signál systému nezávisí od budúceho vstupného
signálu

y(t) 6= T̂ x(t+ τ)

Kaºdý reálny systém je kauzálny (veríme v kauzálny fyzikálny svet).
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2. MATEMATICKÁ

REPREZENTÁCIA

DETERMINISTICKÉHO SIGNÁLU

2.1 ZÁKLADNÉ SIGNÁLY

2.1.1 Základné operácie so signálmi

Zosilnenie x(t)→ Ax(t) pre spojitý signál
x(k)→ Ax(k) pre diskrétny signál (x(k) = x(t = tk))

�kálovanie x(t)→ x(at) pre spojitý signál (a - reálne £.)
signál

Odraz x(t)→ x(−t) resp. x(k)→ x(−k)

Posun x(t)→ x(t− τ) pre spojitý signál (τ - reálne £.)
x(k)→ x(k −N) pre diskrétny signál (N - celé £.)

S£ítanie a od£ítanie ax1(t)± bx2(t) pre spojitý signál (a, b - reálne £.)
ax1(k)±bx2(k) pre diskrétny signál (len pre rovnaké k !)

2.1.2 Dôleºité vlastnosti signálov

Párny a nepárny signál x(−t) = ±x(t) resp. x(−k) = ±x(k)

11



Platí identita x(t) = x(t)+x(−t)
2 + x(t)−x(−t)

2

�ubovo©ný signál je sú£tom párneho a nepárneho signálu.

Periodicita x(t+ T ) = x(t) pre v²etky t
x(k +N) = x(k) pre v²etky k (N - celé £.)

2.1.3 Základné signály

Exponenciálny signál

x(t) = Aeat dx(t)
dt = ax(t) ∼ x(t)

x(k) = AeakΘ = A(eaΘ)k = ACk

x(k + 1) = ACk+1 = ACkC = Cx(k)
∆x(k) = x(k + 1)− x(k) = (C − 1)x(k) = C ′x(k) ∼ x(k)
Daná hodnota je násobenie predchádzajúcej hodnoty kon²tantou (geometrický nárast).

Sinusoidálny signál x(t) = A sin 2π
T t = A sinωt pre spojitý signál

Po posune v £ase x(t) = A sin(ωt+ ϕ) = A sinωt cosϕ+A cosωt sinϕ

Sú£et sinusoidálnych signálov rovnakej frekvencie, ©ubovo©ných amplitúd a fáz je tieº si-
nusoidálnym signálom.

Pre diskrétny (vzorkovaný) signál x(k) = A sin(ωkΘ + φ)

Aby sa aj po vzorkovaní pôvodného signálu zachoval jeho periodický charakter, je vhodné
ak vzorkovacia perióda Θ sp¨¬a podmienku mΘ = 2π

ω , m - celé £.

Identita A sin[k(ωΘ) + φ] = A sin[k(ωΘ + 2πl) + φ] , l - celé £., v²ak vedie na nejedno-
zna£nos´ pri rekon²trukcii spojitého signálu zo vzorkovania - nedá sa rozlí²i´, £i pôvodný
signál mal frekvenciu ω alebo ω ± l 2πΘ .
Uvedený jav sa nazýva aliasing.

Obr.: Rovnaké vzorkované hodnoty x(t) pre
2π
ωΘ = 1

4 ,
−3
4 ,

5
4

Kvôli zamedzeniu aliasingu je potrebné, aby ωΘ < π
(tj. vzorkovacia frekvencia je najmenej 2ω).

Komplexný exponenciálny signál x̃(t) = A exp{±i(ωt+ ϕ)}

x̃(k) = A exp{±i(kωΘ + ϕ)}

Reálny (fyzikálny) signál x(k) = Re{x̃(t)} = A cos[±(ωt+ ϕ)]

Ke¤ºe cos je párna funkcia, vo©ba znamienka (±) nemá vplyv na reálny signál, prejaví sa
v²ak vo formálnom zápise v mnohých vzorcoch.
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Pozn.
Vo fyzikálnych textoch sa komplexná harmonická funkcia £asu obvykle zapisuje v tvare
exp{−iωt} ("konvencia F"), v elektrotechnických textoch je to naopak exp{iωt}. ("Kon-
vencia E", vä£²inou s j namiesto i.)
V²etky odvodenia v tomto texte pouºívajú konvenciu E, pri dôleºitých, resp. £asto pouºí-
vaných vzorcoch je pridaná aj konvencia F.

Jednotkový skok (Heavisideova funkcia)

u(t) =

{
0, t < 0
1, t > 0

nede�novaná pre t = 0

u(k) =

{
0, k < 0
1, k ≥ 0

Jednotkový impulz (Diracova funkcia)

δ(t) =

{
0, t 6= 0
∞, t = 0

∫∞
−∞ δ(t)dt = 1

δ(k) =

{
0, k 6= 0
1, k = 0

du(t)
dt = δ(t) u(t) =

∫ t
−∞ δ(τ)dτ

u(k)− u(k − 1) = δ(k) u(k) =
∑k
l=−∞ δ(l)

Vyjadrenie signálu pomocou jednotkového skoku

x(kΘ) = xk, k = 0, 1, 2... (x(t) = 0 pre t < 0)

x(t) ∼= x0u(t) + (x1 − x0)u(t−Θ) + (x2 − x1)u(t− 2Θ) + ...

= x0u(t) +
∑∞
k=1(xk − xk−1)u(t− kΘ)

Θ→ 0 : kΘ→ τ , (xk − xk−1)→ dx
dτ dτ

x(t) = x0u(t) +
∫∞

0
dx
dτ u(t− τ)dτ

Vyjadrenie signálu pomocou jednotkového impulzu

x(t) =
∫∞
−∞ x(τ)δ(t− τ)dτ x(k0) =

∑∞
n=−∞ x(k)δ(k0 − k)

δ-funkcia "vylúpne" z x(τ) hodnotu x(τ = t).
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2.2 FOURIEROVSKÁ REPREZENTÁCIA SPOJITÉHO SIG-
NÁLU

2.2.1 Vektorová reprezentácia signálov a energia signálov

Mnoºina signálov xi(t) tvorí lineárny priestor M, ak:
- ∀xi, xj ∈M platí xi + xj = xk ∈M (táto operácia je komutatívna a asociatívna)
- ∀xi ∈M platí axi ∈M
- ∃Ø ∈M pre ktoré xi + Ø = xi, xi ∈M

V takomto priestore moºno de�nova´ sústavu lineárne nezávislých bázových vektorov
ei (

∑
i αiei = Ø len ak v²etky αi = 0), a ©ubovo©ný signál x(t) ∈ M moºno vyjadri´ v

tvare x(t) =
∑
i ciei, kde ci sú priemety signálu do smerov ei. Na po£et bázových vektorov

pritom nie sú kladené obmedzenia.

Analógom d¨ºky vektora v euklidovskom priestore je norma signálu ‖x‖, pre ktorú platí:
- ‖x‖ ≥ 0, ‖x‖ = 0 len ak x = Ø - ‖αx‖ = |α| · ‖x‖
- ‖xi + xj‖ ≤ ‖xi‖+ ‖xj‖ - ‖x‖ =

√∫∞
−∞ x

2dt resp.
√∫∞
−∞ xx

∗dt

Norma signálu fyzikálne úzko súvisí s energiou prená²anou signálom, preto môºme energiu
signálu de�nova´ ako E = ‖x(t)‖2

(Ide o zov²eobecnenú energiu, tj. jej fyzikálnym rozmerom je kvadrát rozmeru signálu, nie
joule! Vynásobením príslu²ným rozmerovým koe�cientom dostaneme energiu v jouloch.)
Samotný pojem energie signálu (v zmysle tejto de�nície) má zmysel len pre kvadraticky
integrovate©ný signál (tj. ohrani£ená ve©kos´ signálu po ohrani£enú dobu trvania).

Pre energiu sú£tu 2 signálov môºeme písa´

E = ‖x1 + x2‖2 =

∫ ∞
−∞

x2
1dt+

∫ ∞
−∞

x2
2dt+ 2

∫ ∞
−∞

x1x2dt

Prvé dva £leny reprezentujú energiu jednotlivých signálov, a tretí £len má význam vzá-
jomnej (interak£nej) energie signálov (energia nie je aditívna veli£ina).

V analógii s vektorovou identitou |~a+~b|2 = |~a|2 + |~b|2 + 2|~a ·~b|, kde |~a ·~b| = |~a||~b| cosϑ je
skalárny sú£in vektorov a ϑ je uhol medzi nimi, de�nujeme v priestore signálov skalárny
sú£in signálov

[x1, x2] =

∫ ∞
−∞

x1(t)x2(t)dt resp.
∫ ∞
−∞

x1(t)x∗2(t)dt

fyzikálne vyjadrujúci energetickú interakciu signálov.

Vlastná energia signálu x(t) je teda [x, x] =
∫∞
−∞ x

2dt resp.
∫∞
−∞ xx

∗dt

V euklidovskom priestore sa ortogonálnos´ 2 vektorov (ϑ = 90°) dá vyjadri´ podmienkou
~a ·~b = 0, ortogonálnos´ signálov de�nujeme analogicky, [x1, x2] =

∫∞
−∞ x1(t)x2(t)dt = 0

Ak bázové vektory ei sp¨¬ajú podmienky ortogonálnosti a normovanosti na intervale 〈t1, t2〉
(kone£nom alebo nekone£nom)

1
t2−t1

∫ t2
t1
eiejdt =

{
1, i = j
0, i 6= j

hovoríme o ortonormovanej báze signálov.

2.2.2 Zov²eobecnený Fourierov rad

�ubovo©ný signál x(t) vyjadrený pomocou vybranej nekone£nej ortonormovanej bázy ek(t)
(de�novanej v £asovom intervale (t1, t2)) sa nazýva zov²eobecneným Fourierovým ra-
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dom (ZFR)

x(t) =
∞∑
k=1

ckek(t)

Koe�cienty ck sú dané podmienkou ortonormovanosti

1

t2 − t1

∫ t2

t1
xekdt =

1

t2 − t1

∞∑
m=1

cm

∫ t2

t1
ekemdt = ck

a teda ck = 1
t2−t1 [x, ek]

Dosadením ZFR do E = [x, x] dostávame výraz pre energiu signálu E = (t2 − t1)
∑∞
k=1 c

2
k

2.2.3 Fourierov rad

�ubovo©ný periodický signál s periódou T = 2π
ω moºno vyjadri´ v tvare Fourierovho radu

(FR)

x(t) =
a0

2
+
∞∑
k=1

ak cos kωt+
∞∑
k=1

bk sin kωt

ak =
2

T

∫ T
2

−T
2

x(t) cos kωtdt bk =
2

T

∫ T
2

−T
2

x(t) sin kωtdt

FR je ²peciálnym prípadom ZFR pre periodický signál, pri£om bázu ek(t) tvoria harmonické
funkcie cos kωt, sin kωt spl¬ujúce podmienky ortonormovanosti

2
T

∫ T/2
−T/2 cos kωt cosmωtdt , 2

T

∫ T/2
−T/2 sin kωt sinmωtdt =

{
1, k = m
0, k 6= m∫ T/2

−T/2 cos kωt sinmωtdt = 0

Ak x(t) je párne, bk = 0 ak x(t+ T/2) = x(t) - len párne harmonické
Ak x(t) je nepárne, ak = 0 ak x(t+ T/2) = −x(t) - len nepárne harmonické

Stredný výkon periodického signálu P̄ = 1
T

∫ T
0 x2(t)dt = ... =

a20
4 +

∑∞
k=1

a2k+b2k
2

(za periódu) Parsevalova teoréma

Pomocou identít cos kωt = eikωt+e−ikωt

2 a sin kωt = eikωt−e−ikωt
2i moºno FR vyjadri´ v tvare

︷︸︸︷
a0

2︸︷︷︸+
∑∞
k=1

︷ ︸︸ ︷
ak − ibk

2︸ ︷︷ ︸ eikωt+
∑∞
k=1

︷ ︸︸ ︷
ak + ibk

2︸ ︷︷ ︸ e−ikωt =
︷︸︸︷
c0︸︷︷︸+

∑∞
k=1

︷︸︸︷
ck︸︷︷︸ eikωt+∑∞k=1

︷︸︸︷
c∗k︸︷︷︸ e−ikωt

Ke¤ºe sin(−kωt) = − sin(kωt) a c∗k = c−k, platí x(t) =
∑∞
k=−∞ cke

ikωt (E)

(x(t) je reálna funkcia, ck komplexné) ck = 1
T

∫ T/2
−T/2 x(t)e−ikωtdt

Zámenou ck a c∗k (koe�cient ck pri e
−ikωt) dostaneme x(t) =

∑∞
k=−∞ cke

−ikωt (F)

ck = 1
T

∫ T/2
−T/2 x(t)eikωtdt

Stredný výkon signálu je P̄ =
∑∞
k=−∞ |ck|2

Pozn.: Existencia záporných frekvencií kω pre k < 0 nenarú²a fyzikálny zmysel FR - £leny
s k a −k vystupujú v pároch a dohromady dávajú reálne £íslo.
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Jednotlivé zloºky FR cke
ikωt rotujú v komplexnej ro-

vine s frekvenciami kω (©avoto£ivo pre k > 0 a pravo-
to£ivo pre k < 0).
Výsledný signál (v kaºdom okamihu vznikne zloºením
jednotlivých zloºiek) sa teda mení v £ase, vºdy v²ak
leºí na reálnej osi.

2.2.4 Fourierova transformácia

�ubovo©ný neperiodický signál kone£ného trvania moºno transformova´ na periodický jedno-
duchým nekone£ným opakovaním tohto signálu s periódou T - takýto signál potom moºno
vyjadri´ pomocou FR.
Ak sa signál opakuje s periódou T →∞, odpovedá to nezmenenému pôvodnému signálu -
treba teda vyjadri´ FR v limite T →∞:
- koe�cienty ck → 0
- odstup spektrálnych zloºiek ∆ω = kω− (k− 1)ω = ω = 2π

T → 0, ω sa teda stáva spojitou
premennou
- pre pomer ck

∆ω = c(ω) (£o je limita 0
0 - nenulové kone£né £.) platí (v konvencii E)

c(ω) = 1
2π

∫ T/2
−T/2 x(t)e−iωtdt −−−→

T→∞
1

2π

∫∞
−∞ x(t)e−iωtdt

- de�nujeme funkciu X(ω) = 2πc(ω) =
∫ T/2
−T/2 x(t)e−iωtdt −−−→

T→∞ =
∫∞
−∞ x(t)e−iωtdt

- FR prejde na tvar x(t) =
∑∞
k=−∞ c(ω)eikωt∆ω = 1

2π

∑∞
k=−∞X(ω)eikωt∆ω

−−−→
T→∞ x(t) = 1

2π

∫∞
−∞X(ω)eiωtdω

Fyzikálny význam veli£iny X(ω) je spektrálna hustota amplitúdy signálu - spektrálny
interval dω prispieva k amplitúde signálu dielom X(ω)dω.

Transformácia x(t) ↔ X(ω) sa nazýva Fourierovou transformáciou (FT) a je daná
vz´ahmi X(ω) = F{x(t)}, x(t) = F−1{X(ω)},

X(ω) =

∫ ∞
−∞

x(t)e−iωtdt x(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

X(ω)eiωtdω (E)

X(ω) =

∫ ∞
−∞

x(t)eiωtdt x(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

X(ω)e−iωtdω (F)

Výsledný signál v kaºdom okamihu vznikne zloºením
rotujúcich in�nitezimálnych zloºiek).

D¨ºka intervalu ∆ω na krivkách je úmerná X(ω).

Pozn. 1
Koe�cient 1

2π vo FT je vecou konvencie a súvisí s výberom de�nície funkcie X(ω) (v na²om
prípade X(ω) = 2πc(ω)).

Pozn. 2
Spektrálna analýza generovaná obvyklým softvérom (v prístrojoch a pod.) neodpovedá ta-
kejto de�nícii FT - spravidla sa realizuje tak, ºe reálny signál sa rozdelí do malých £asových
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úsekov T , a kaºdý z nich sa po£íta ako nekone£ne sa opakujúca sekvencia (s periódou T )
- výsledkom takejto analýzy je potom fourierovské spektrum závislé od £asu (po krokoch
T ). Pre experimentátora je to informácia o vývoji spektrálneho zloºenia signálu v £ase.

Rigorózna FT pracuje v limite T → ∞ (£o je experimentálne nerealizovate©né), a teda
fourierovské spektrum nezávisí od £asu.

2.2.5 Vlastnosti FT

Ak x(t) je párne X(ω) = 2
∫∞
0 x(t) cosωtdt

Ak x(t) je nepárne X(ω) = −2i
∫∞

0 x(t) sinωtdt

�ubovo©ná funkcia je sú£tom párnej a nepárnej funkcie
X(ω) =

∫∞
−∞ x(t) cosωtdt− i

∫∞
−∞ x(t) sinωtdt =

∫∞
−∞ x(t)e−iωtdt

Fázové spektrum X(ω) je ϕ = arctan

{
nepárna imaginárna £as´

párna reálna £as´

}
je vºdy nepárne

Amplitúdové spektrum X(ω) je
|X(ω)| =

√
(párna reálna £as´)2 + (nepárna imaginárna £as´)2

a je vºdy párne.

X(−ω) = −X(ω) |X(−ω)| = |X(ω)| X(−ω) = X∗(ω)

ax1(t) + bx2(t)↔ aX1(ω) + bX2(ω) - FT je lineárna

x(at)↔
∫∞
−∞ x(at)e−iωtdt = 1

a

∫∞
−∞ x(at)e−i

ω
a

(at)d(at) = 1
aX(ωa )

x(t− τ)↔
∫∞
−∞ x(t− τ)e−iωtdt = e−iωτ

∫∞
−∞ x(t− τ)e−iω(t−τ)d(t− τ) = X(ω)e−iωτ

amplitúda sa nemení, fáza sa posúva o ωτ

x(t)eiω0t ↔ X(ω − ω0)

dx(t)
dt ↔

∫∞
−∞

dx(t)
dt e

−iωtdt = [x(t)e−iωt]∞−∞ + iω
∫∞
−∞ x(t)e−iωtdt (x(t) −−−−→T→±∞ 0)

pre integrovate©ný signál
dxn(t)
dtn ↔ (iω)nX(ω) iω - operátor derivovania

∫ t
−∞ x(t)dt↔ 1

iωX(ω) 1
iω - operátor integrovania

x1(t)x2(t)↔
∫∞
−∞ x1(t)x2(t)e−iωtdt =

∫∞
−∞ x1(t)

{
1

2π

∫∞
−∞X2(Ω)eiΩtdΩ

}
e−iωtdt =

= 1
2π

∫∞
−∞X2(Ω)

{∫∞
−∞ x1(t)e−i(ω−Ω)tdt

}
dΩ = 1

2π

∫ ∞
−∞

X2(Ω)X1(ω − Ω)dΩ︸ ︷︷ ︸
konvolúcia

x1(t)x2(t)↔ 1
2π

∫∞
−∞X2(Ω)X1(ω − Ω)dΩ = 1

2πX2(ω) ∗X1(ω) = 1
2π

︷ ︸︸ ︷
X1(ω) ∗X2(ω)

X1(ω)X2(ω)↔ x1(t) ∗ x2(t)

Sú£in dvoch funkcií prechádza pri FT alebo spätnej FT na konvolúciu, a naopak.
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Pozn.
Prechodom z konvencie E do F sa vo v²etkých uvedených výrazoch i zmení na −i a naopak.

2.2.6 FT dôleºitých signálov

Pravouhlý pulz x(t) = A pre t ∈ (−τ/2, τ/2)

X(ω) = A
∫ τ/2
−τ/2 e

−iωtdt = A
∫ τ/2
−τ/2[cosωt− i sinωt]dt =

= 2A
∫ τ/2

0 cosωtdt+ 0 = 2A
ω sin ωτ

2 = Aτ
sin ωτ

2
ωτ
2

Exponenciálny pulz x(t) = Ae−αtu(t), α > 0

X(ω) = A
∫∞

0 e−(α+iω)tdt = −A
α+iω [e−(α+iω)t]∞0 = A

α+iω

X(ω) = |X(ω)|eiϕ(ω)

|X(ω)| = A√
α2+ω2

ϕ(ω) = − arctan ω
α

Gaussovský pulz x(t) = Ae−βt
2

X(ω) = A
√

π
β e
−ω2/4β fourierovský obraz gaussovského pulzu je gaussovský pulz

δ-funkcia x(t) = Aδ(t)

X(ω) = A
∫∞
−∞ e

−iωtδ(t)dt = A rovnomerne zastúpené v²etky frekvencie

�ím krat²í je pulz, tým ²ir²ie je frekven£né spektrum. Napr. pre pravouhlý pulz je pod-
statná £as´ energie signálu sústredená v intervale ωτ/2 < π (princíp neur£itosti).

Neintegrovate©né signály (podmienka integrovate©nosti
∫∞
−∞ |x(t)|dt < +∞) :

Kon²tantný signál

A = 1
2π

∫∞
−∞X(ω)eiωtdω a teda X(ω) = 2πAδ(ω)

Sinusoidálny signál

eiω0t = 1
2π

∫∞
−∞X(ω)eiωtdω a teda X(ω) = 2πδ(ω − ω0)

sin(ω0t) = eiω0t−e−iω0t
2i ↔ X(ω) = −iπ[δ(ω − ω0)− δ(ω + ω0)]

cos(ω0t) = eiω0t+e−iω0t

2 ↔ X(ω) = π[δ(ω − ω0) + δ(ω + ω0)]

�ubovo©ná periodická funkcia

x(t) =
∑∞
k=−∞ cke

ikω0t (FR) a teda X(ω) = 2π
∑∞
k=−∞ ckδ(ω − kω0)

(spektrum je symetrické okolo 0)

Jednotkový skok

u(t) = limα→0 e
−αt , t > 0 u(t)↔ limα→0

1
α+iω = limα→0

α
α2+ω2 − limα→0

iω
α2+ω2
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Prvý £len je lorentzovskou reprezentáciou δ-funkcie, jej váhu moºno vypo£íta´ integrovaním∫∞
−∞

αdω
α2+ω2 =

∫∞
−∞

d(ω/α)
1+(ω/α)2

= π pre ω 6= 0, a teda limα→0
α

α2+ω2 = πδ(ω)

Druhý £len limα→0
−iω
α2+ω2 = 1

iω , a teda X(ω) = 1
iω + πδ(ω)

Rádioimpulz

x(t) = m(t)︸ ︷︷ ︸ cos(ω0t+ ϑ)︸ ︷︷ ︸ m(t)↔M(ω) - známe

sú£in originálov ↔ konvolúcia obrazov

X(ω) = 1
2

∫∞
−∞M(ω − Ω)

{
δ(Ω− ω0)eiϑ + δ(Ω + ω0)e−iϑ

}
dΩ =

= 1
2

{
eiϑM(ω − ω0) + e−iϑM(ω + ω0)

}

2.2.7 Energetické spektrá signálov

Skalárny sú£in 2 rôznych signálov je

∫∞
−∞ x1(t)x2(t)dt =

∫∞
−∞ x1(t) · 1

2π

∫ ∞
−∞

X2(ω)eiωtdω︸ ︷︷ ︸ dt = 1
2π

∫∞
−∞X2(ω)

∫ ∞
−∞

x1(t)eiωtdt︸ ︷︷ ︸ dω
X(−ω) = X∗(ω) x2(t) X1(−ω)

[x1(t), x2(t)] = 1
2π

∫∞
−∞X1(ω)X∗2 (ω)dω Rayleighov vz´ah

skalárny sú£in 2 signálov = 1
2π skalárny sú£in ich spektrálnych hustôt

Pozn.: Sú£in X1(ω)X∗2 (ω) je vo v²eobecnosti komplexný, integrál so symetrickými hrani-
cami integrovania (

∫ a
−a) je tvorený navzájom komplexne zdruºenými dvojicamiX1(ω)X∗2 (ω)

a X1(−ω)X∗2 (−ω) = X∗1 (ω)X2(ω) = [X1(ω)X∗2 (ω)]∗, pri£om platí z + z∗ = 2<{z}.

Pre energiu signálu platí E1 =
∫∞
−∞[x(t)]2dt = 1

2π

∫∞
−∞ |X(ω)|2dω

(pulz kone£nej d¨ºky trvania) (skalárny sú£in [x(t), x(t)])

|X(ω)|2 = W1(ω) - spektrálna hustota energie (energetické spektrum)

Celková energia signálu je daná sú£tom vkladov v²etkých frekvencií.
Energia v intervale ∆ω okolo ω je ∆E1 = 1

πW1(ω)∆ω ( 1
2π

∫∞
−∞W1(ω)dω = 1

π

∫∞
0 W1(ω)dω)

(fyzikálny zmysel majú len ω ≥ 0)

<{X1(ω)X∗2 (ω)} = W12
∫∞
−∞ x1(t)x2(t)dt = 1

2π

∫∞
−∞W12(ω)dω

W12 - spektrálna hustota vzájomnej energie (vzájomné energetické spektrum)

2.2.8 Korelácia signálov

Autokoreka£ná funkcia K1(τ) =
∫∞
−∞ x(t)x(t− τ)dt

Pre τ = 0 je K1(0) = E1 pre τ > 0 je |K1(τ)| ≤ K1(0) = E1 (ako skalárny sú£in)

Autokorela£ná funkcia je de�novaná ako konvolúcia signálu so sebou samým - je teda (in-
tegrálnou) mierou súvisu - korelácie - signálu v jednom £ase so sebou samým v lubovo©nom
inom £ase. Pokia© má signál prísne deterministický charakter a jeho hodnoty v rôznych £a-
soch sú jasne korelované, nenulové príspevky "pribúdajú" do konvolu£ného integrálu po
celú dobu jeho trvania - hodnota autokotela£nej funkcie je v takomto prípade mierou d¨ºky
trvania signálu. (V prípade prísne stochastického signálu neexistuje ºiaden súvis (korelácia)
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medzi hodnotami signálu ani v dvoch tesne po sebe idúcich okamohoch. V tomto prípade
má autokorela£ná funkcia podobu δ-funkcie - hovoríme o δ-korelácii.)

K1(τ) je symetrická okolo τ = 0, s centrálnym maximom pri τ = 0, |K1(τ)| monotónne
klesá alebo tlmene osciluje, K1(−τ) = K1(τ).

Ke¤ºe x(t− τ)↔ X(ω)e−iωτ = Xτ (ω), z Rayleighovho vz´ahu vyplýva

K1(τ) = 1
2π

∫∞
−∞X(ω)X∗τ (ω)dω = 1

2π

∫∞
−∞ |X(ω)|2eiωτdω K1(τ)↔ |X(ω)|2 = W1(ω)

W1(ω) = |X(ω)|2 =
∫∞
−∞K1(τ)e−iωτdτ (FT)

Ke¤ºe autokorela£ná funkcia deterministického signálu je mierou d¨ºky jeho trvania, jej
súvis s jeho spektrálnou skladbou prostredníctvom FT je prirodzený. (V prípade δ-korelácie
stochastického signálu teda o£akávame ploché spektrum.)

Vzájomná korela£ná funkcia K12(τ) =
∫∞
−∞ x1(t)x2(t− τ)dt =

∫∞
−∞ x1(t+τ)x2(t)dt

K12(τ) 6= K12(−τ) K12(τ) = K21(τ)

K12(τ) = 1
2π

∫∞
−∞X1(ω)X∗2τ (ω)dω = 1

2π

∫∞
−∞X1(ω)X∗2 (ω)eiωτdω = 1

2π

∫∞
−∞W12(ω)dω

K12(τ)↔W12(ω)

Vzorce poskytujú moºnos´ nájs´ W1(ω), W12(ω) pomocou K1(τ), K12(τ).

2.3 FOURIEROVSKÁ REPREZENTÁCIA DISKRÉTNEHO
SIGNÁLU

2.3.1 Fourierov rad

Signál periodický s frekvenciou ω, vzorkovaný s frekvenciou ωs, x(n + N) = x(n), kde
ω
ωs

= 1
N

x(n) =
∑N−1
k=0 cke

ink(2π/N) ck = 1
N

∑N−1
n=0 x(n)e−ink(2π/N)

Po£et harmoník je (na rozdiel od FR spojitej funkcie) kone£ný - limitovaný vzorkovacou
frekvenciou.

2.3.2 Diskrétna Fourierovova transformácia

X(k) =
∑N−1
k=0 x(n)e−ink(2π/N) x(n) = 1

N

∑N−1
n=0 X(k)eink(2π/N)

diskrétna Fourierova transformácia (DFT)

Vlastnosti DFT sú analogické vlastnostiam FT spojitého signálu.
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2.4 LAPLACEOVA TRANSFORMÁCIA SIGNÁLU

2.4.1 Jednostranná LT

Nevýhodou FT (okrem relatívnej zloºitosti) je, ºe nie je pouºite©ná pre niektoré prakticky
uºito£né signály, ktorých integrály nekonvergujú.
Vloºením £lena e−σt (σ reálne) do integrálu FT moºno zabezpe£i´ jeho konvergenciu

X(σ, ω) =
∫∞
−∞ x(t)e−σte−iωtdt =

∫∞
−∞ x(t)e−stdt

s = σ + iω - komplexná frekvencia

Výber σ závisí od x(t), integrál v²ak konverguje len pre ur£itý interval σ - tento problém sa
redukuje de�novaním (tzv. jednostrannej ) Laplaceovej transformácie (LT) x(t)↔ X(s)

X(s) =

∫ ∞
0

x(t)e−stdt x(t) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
X(s)estds

Pre σ = 0 LT prejde na FT.

Podmienka existencie LT:
∫∞

0 |x(t)|e−σtdt <∞, (σ > 0) ⇔ |x(t)| < Meαt pre v²etky t.
Oblas´ konvergencie je teda α < σ <∞ (x(t) nesmie rás´ rýchlej²ie neº exponenciálne).

Pozn.:
LT je ve©mi "ob©úbená" v elektrotechnických textoch, uvádzame ju teda len v konvencii E
(v konvencii F by sa zmena znamienka vz´ahovala len na iω, nie na σ).

2.4.2 Vlastnosti LT

u(t− τ)x(t− τ)↔ X(s)e−sτ

x(at)↔ 1
aX( sa)

x1(t) ∗ x2(t)↔ X1(s)X2(s)

e−atx(t)↔ X(s+ a)

ax1(t) + bx2(t)↔ aX1(s) + bX2(s)

dx(t)
dt ↔ [x(t)e−sτ ]∞0 + s

∫∞
0 x(t)e−sτdt = sX(s)− x(0) ak x(0) = 0: dx(t)

dt ↔ sX(s)

dnx(t)
dtn ↔ snX(s)−sn−1x(0)−sn−2 dx(0)

dt − ...−
dn−1x(0)
dtn−1

dn−kx(0)
dtn−k

= 0: dnx(t)
dtn ↔ snX(s)

d
dt ↔ s s - operátor derivovania

∫ t
−∞ x(τ)dτ ↔ 1

sX(s)+ 1
s

∫ 0
−∞ x(τ)dτ ak x(t) = 0 pre t < 0:

∫ t
0 x(τ)dτ ↔ 1

sX(s)∫ t
0 dτ ↔

1
s

1
s - operátor integrovania

LT transformuje diferenciálne rovnice na algebrické.

tx(t)↔ − d
dsX(s) x(t)

t ↔
∫∞
s X(σ)dσ

2.4.3 LT niektorých dôleºitých funkcií

δ(t)↔ 1

t↔ 1
s2

u(t)↔ 1
s

tn ↔ n!
sn+1 , n - celé kladné

e−at ↔ 1
s+a
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c1e
a2t+c2e

a2t ↔ c1
s−a1 + c2

s−a2 ⇒


sinωt ↔ ω

s2+ω2 c1 = −c2 = 1
2i a1 = −a2 = iω

cosωt ↔ s
s2+ω2 c1 = c2 = 1

2 a1 = −a2 = iω

sinh bt ↔ b
s2−b2 c1 = −c2 = 1

2 a1 = −a2 = b

cosh bt ↔ s
s2−b2 c1 = c2 = 1

2 a1 = −a2 = b

e−at sinωt↔ ω
(s+a)2+ω2

e−at cosωt↔ s+a
(s+a)2+ω2 e−attn ↔ n!

(s+a)n+1 n - celé nezáporné £.

t cosωt↔ − d
ds

s
s2+ω2 = s2−ω2

(s2+ω2)2
t sinωt↔ − d

ds
ω

s2+ω2 = 2ωs
(s2+ω2)2

sin t
t ↔

∫∞
s

dσ
σ2+1

= [arctanσ]∞s = − arctan s

S vyuºitím vety o LT konvolúcie:

1
(s−a)(s−b) ↔ eat ∗ ebt =

∫ t
0 e

a(t−τ)ebτdτ = eat
∫ t

0 e
(b−a)τdτ = eat−ebt

a−b ak a 6= b

ak a = b : eat
∫ t
0 dτ = teat

1
(s2+ω2)2

↔ sinωt
ω ∗ sinωt

ω = 1
ω2

∫ t
0 sinω(t− τ) sinωτdτ = 1

2ω2

∫ t
0 [cosω(t− 2τ)− cosωτ ]dτ =

= 1
2ω2

[
sinω(t−2τ)
−2ω − τ cosωt

]t
0

= sinωt
2ω3 − t cosωt

2ω3 ω 6= 0

Slovník LT s najdôleºitej²ími výrazmi je v Dodatku A.

Pr.:
Rie²enie dif. rovnice s po£iato£nými podmienkami

d2y(t)

dt2
+ 4

dy(t)

dt
+ 3y(t) = 2x(t)

Po£. podmienky: y(0) = 1, dy(0)
dt = 0 Budenie: x(t) = 1 pre t ≥ 0 (inak 0)

LT: [s2Y (s)− sy(0)] + 4[sY (s)− y(0)] + 3Y (s) = 2X(s) X(s) = 1
s , y(0) = 1

Y (s) =
s+ 4

s2 + 4s+ 3
+

2

s(s2 + 4s+ 3)
=

s2 + 4s+ 2

s(s+ 1)(s+ 3)
=

=
2

s · 1 · 3
+

1− 4 + 2

−1(s+ 1)(−1 + 3)
+

9− 12 + 2

−3(−3 + 1)(s+ 3)
=

2/3

s
+

1/2

s+ 1
+
−1/6

s+ 3

Z tabu©ky LT: 1
s+a ↔ e−at 1

s ↔ 1 (u(t))

y(t) =
1

2
e−t − 1

6
e−3t︸ ︷︷ ︸+

2

3
lim
t→∞

y(t) =
2

3

prechodové rie²enie stacionárne rie²enie

2.4.4 Diskrétna LT

Pre spojitý signál vzorkovaný s periódou τ a d¨ºkou vzorkovacích pulzov ∆t(� τ)

x(t) =
∑∞
k=−∞ x(k)δ(t− kτ)∆t

X(s) =
∫∞

0 x(k)δ(t− kτ)∆te−skτdt = ∆t
∑∞
k=0 x(k)e−skτ diskrétna LT
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S pouºitím substitúcie z = e−sτ

X(s) = ∆t
∑∞
k=0 x(k)z−k = ∆tX(z) z - transformácia

x(n− k)↔ z−kX(z)

x(k) = δ(k)↔ X(z) = 1

x(k) = u(k)↔ X(z) = 1 + z−1 + z−2 + ...

= z
z−1 (ak platí limn→∞ z

−n → 0)

x(k) = k ↔ X(z) = z
(z−1)2

x(k) = ak ↔ X(z) = z
z−a

x(t) = eakτ ↔ X(z) = z
z−eaτ

x(t) = sin kωτ ↔ X(z) = z sinωτ
z2−2z cosωτ+1

x(t) = cos kωτ ↔ X(z) = z(z−cosωτ)
z2−2z cosωτ+1
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3. ODOZVA LINEÁRNEHO

SYSTÉMU NA

DETERMINISTICKÝ SIGNÁL

3.1 REPREZENTÁCIA SYSTÉMU V �ASOVEJ OBLASTI

Opisom systému v £asovej oblasti rozumieme (v rámci tohto kurzu) vy²etrovanie £asového
priebehu výstupného signálu zo systému y(t) ako odozvy na daný (v zásade ©ubovo©ný)
vstupný signál x(t).

3.1.1 Pohybová rovnica systému

�ubovo©ný lineárny systém je vo v²eobecnosti reprezentovaný dif. rovnicou charakterizu-
júcou jeho vývoj v £ase - tzv. pohybovou rovnicou

dny

dtn
+an−1

dn−1y

dtn−1
+...+a0y = bm

dmx

dtm
+bm−1

dm−1x

dtm−1
+...+b0x n ≥ m pre reálny systém

Systém je teda jednozna£ne charakterizovaný koe�cientami ak, bk. Ak je systém staci-
onárny a lineárny, ak, bk sú reálne kon²tanty. Východiskom tohto prístupu je teda znalos´
týchto koe�cientov. V elektronickej praxi bu¤ vychádzame zo známej schémy zapojenia,
pri£om správanie jednotlivých prvkov v schéme parametrizujeme príslu²nými diferenciál-
nymi £lenmi, alebo pracujeme s tzv. náhradnou schémou (ak skuto£nú schému nepoznáme
alebo ju nahradzujeme funk£ne ekvivalentnou jednoduch²ou schémou).

Po zavedení formálneho operátora D = d
dt

(Dn + an−1D
n−1 + ...+ a0)y = (bmD

m + bm−1D
m−1 + ...+ b0)x

resp. y = (bmDm+bm−1Dm−1+...+b0)
(Dn+an−1Dn−1+...+a0)

x

Konkrétny tvar odozvy y(t) závisí od chrakteru vstupného signálu x(t), resp. od po£iato£-
ných podmienok.

Rie²enie homogénnej rovnice, tj odozva systému na nulový vstup (y 6= 0 pre x = 0) -
tzv. prechodové rie²enie - reprezentuje zotrva£ný charakter systému (schopnos´ systému
akumulova´ energiu)

Dn + an−1D
n−1 + ...+ a0 = 0

Rie²enie h©adáme v tvare y = Aeλt (rie²enie homogénnej dif. rov. 1. rádu separáciou
premenných: Dy + a0y = 0 −→

∫ 1
ydy = −a0

∫
dt −→ log y = −a0t −→ y = y0e

−a0t,
y0 z po£iato£ných podm.)

A(λn + an−1λ
n−1 + ...+ a0)eλt = 0 , A 6= 0 , eλt 6= 0 ⇒ λn + an−1λ

n−1 + ...+ a0 = 0︸ ︷︷ ︸
charakteristická rovnica

λ1, λ2, ...λn - korene char. rovnice, odpovedajúce rie²enia Akeλkt
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λk môºe výjs´ reálne alebo komplexne zdruºený pár - vtedy reálne (fyzikálne) rie²enie je
yk = Ake

λkt +A∗ke
λ∗kt

V²eobecné prechodové rie²enie y = A1e
λ1t +A2e

λ2t + ...+Ane
λnt , (treba n po£. podm.)

Pozn.:
Systém je stabilný, ak vlastné kmity zaniknú (prechodový jav) - nutnou a posta£ujúcou
podmienkou je zápornos´ reálnych £astí kore¬ov charakteristickej rovnice - korene nesmú
by´ £isto imaginárne.

Iným £iastkovým rie²ením je stacionárne rie²enie - odozva na pretrvávajúci ustálený
vstupný signál po odoznení prechodových javov v systéme (tj. po utlmení prechodových
rie²ení) - rie²enie nehomogénnej rovnice.

Prípad systému 1. rádu:
(D + a0)y = b0x rie²enie v tvare y = A(t)eλt = A(t)e−a0t

(ako homog. rov., ale A = A(t))

po dosadení dA
dt e

λt = b0x(t) , A(t) = b0
∫ t
0 e
−λτx(τ)dτ

(Namiesto obvyklého neur£itého integrálu na výpo£et A(t) sme tu pouºili ur£itý integrál
typu

∫ t
0 s premennou hornou hranicou t a ©ubovo©ne "rozumne" zvolenou dolnou hranicou

tak aby hodnota primitívnej funkcie v nej bola 0 - predpokladáme "zapnutie" vstupného
signálu v £ase t = 0 - po£iato£ná podmienka).

Stacionárne rie²enie y = b0e
λt
∫ t

0 e
−λτx(τ)dτ = b0

∫ t
0 e

λ(t−τ)x(τ)dτ

Tento výraz predstavuje konvolúciu funkcií x(t) a b0eλt.

Prípad systému n-tého rádu:

y =
(bmD

m + bm−1D
m−1 + ...+ b0)

(Dn + an−1Dn−1 + ...+ a0)
x = K

∏m
l=1(D − ηl)∏n
i=1(D − λi)

x =

=
c1x

D − λ1
+

c2x

D − λ2
+ ...+

cnx

D − λn
=

n∑
i=1

ci
D − λi

x

kde ηl, λi sú korene polynómov v £itateli a menovateli - rozvoj na parciálne zlomky platí
ak λi nie sú viacnásobné korene, ci sa dopo£ítajú pod©a vz´ahu

ci = K

∏m
l=1(λi − ηl)∏n

j=1, 6=i(λi − λj)
a teda

y

x
=

n∑
i=1

K

D − λi

∏m
l=1(λi − ηl)∏n

j=1,6=i(λi − λj)

Stacionárne rie²enie má potom tvar
∑n
k=1 ck

∫ t
0 e

λk(t−τ)x(τ)dτ

Úplné rie²enie y(t) =
∑n
k=1Ake

λkt +
∑n
k=1 ck

∫ t
0 e

λk(t−τ)x(τ)dτ

Pozn.:
Pri n-násobnom koreni λ sú rie²enia eλt, teλt, ...tn−1eλt.

3.1.2 Impulzná charakteristika systému

Ak systém nevieme opísa´ prostredníctvom dif. rovnice (nepoznáme koe�cienty ak, bk),
alebo je takéto rie²enie príli² pracné), alternatívou je vy²etrovanie impulznej charakte-
ristiky systému h(t) - odozvy systému na jednotkový impulz
x(t) = δ(t) y(t) = T̂ δ(t) = h(t) pre stacionárny systém h(t− τ) = T̂ δ(t− τ)
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V kombinácii so vzorkovacou vlastnos´ou δ-funkcie x(t) =
∫∞
−∞ x(τ)δ(t− τ)dτ dostávame

y(t) = T̂ x(t) =
∫∞
−∞ x(τ)T̂ δ(t− τ)dτ (T̂ pôsobí na veli£iny závislé od t, nie τ) a teda

y(t) =
∫∞
−∞ x(τ)h(t− τ)dτ =

∫∞
−∞ x(t− τ)h(τ)dτ -Duhamelov (konvolu£ný) integrál

Ak teda aplikujeme signál v tvare δ-impulzu na vstupe systému v £ase t = 0, získame
impulznú charakteristiku systému h(t). Ak poznáme impulznú charakteristiku systému, jej
konvolúciou s ©ubovo©ným vstupným signálom vieme ur£i´ stacionárnu odozvu systému na
tento signál. Pre reálny kauzálny systém nesmie odozva predbieha´ prí£inu, a teda platí
h(t) = 0 pre v²etky £asy predchádzajúce impulzu na vstupe systému, a teda∫ ∞
−∞

x(τ)h(t− τ)dτ =

∫ t

−∞
x(τ)h(t− τ)dτ

∫ ∞
−∞

x(t− τ)h(τ)dτ =

∫ ∞
0

x(t− τ)h(τ)dτ

Ak je vstupný signál x(t) aplikovaný na reálny systém v £ase t = 0 (x(t) = 0 pre t < 0),
potom∫ ∞
−∞

x(τ)h(t− τ)dτ =

∫ t

0
x(τ)h(t− τ)dτ

∫ ∞
−∞

x(t− τ)h(τ)dτ =

∫ t

0
x(t− τ)h(τ)dτ

Duhamelov integrál je v podstate vzájomnou korela£nou funkciou vstupného signálu x(t)
a systémovej impulznej odozvy h(t). Nenulové príspevky do¬ sú £asovo obmedzené d¨ºkou
trvania impulznej odozvy systému, ktorá je mierou zotrva£nosti systému. Výraz h(t− τ) v
Duhamelovom integráli je teda mierou toho, ako vstup v £ase minulom vo£i t ovplyv¬uje
výstup v £ase t.

Výnimo£nos´ δ-impulzu ako "testovacieho" signálu si uvedomíme ak uváºime, ºe jeho spek-
trálne zloºenie je dokonale ploché (v²etky frekvencie sú rovnomerne zastúpené), a teda
odozva systému na¬ je odozvou "na v²etkých frekvenciách". Treba si tieº uvedomi´, ºe zo-
trva£nos´ odozvy systému na vonkaj²í podnet je z fyzikálneho h©adiska dôsledkom a teda
aj bezprostrednou mierou doby akumulovania energie podnetu systémom. Ke¤ºe pod©a
Parsevalovej teorémy je energia signálu rozloºená v celom jeho frekven£nom spektre, je
práve δ-impulz ideálnym testovacím signálom akumula£nej schopnosti systému.

Odozva na jednotkový impulz je tieº mierou stability systému:

|y(t)| = |
∫ ∞
−∞

x(t− τ)h(τ)dτ | ≤
∫ ∞
−∞
|x(t− τ)||h(τ)|dτ ≤ B

∫ ∞
−∞
|h(τ)|dτ ak |x(t)| ≤ B

(ohrani£ený vstupný signál)

Výstupný signál je ohrani£ený ak
∫∞
−∞ |h(τ)|dτ <∞ (absolútna integrovate©nos´ h(t))

V nestabilnom systéme v dochádza v dôsledku spätnej väzby pri ur£itých frekvenciách k
"neohrani£enému" (rezonan£nému) nárastu výstupného signálu. Ke¤ºe fourierovské spek-
trum δ-funkcie je dokonale ploché, aplikovanie δ-impulzu na vstupe systému je testom
stability na v²etkých frekvenciách.

Porovnaním konvolu£neho integrálu so stacionárnym rie²ením systému n-tého rádu z pred-
chádzajúcej kapitoly dostávame

y(t) =
∫ t
0 x(τ)h(t− τ)dτ =

∑n
k=1 ck

∫ t
0 e

λk(t−τ)x(τ)dτ odkia© h(t) =
∑n
k=1 cke

λkt

Úplné rie²enie systému n-tého rádu v £asovej oblasti moºno teda vyjadri´ pomocou jeho
impulznej charakteristiky
y(t) =

∑n
k=1Ake

λkt +
∫ t

0 x(t− τ)h(τ)dτ

Pre diskrétny systém x(n) =
∑∞
k−∞ x(k)δ(n − k) a konvolu£ný integrál prechádza na
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konvolu£nú sumu y(n) =
∑∞
k=−∞ x(k)h(n− k)

Podmienka stability diskrétneho systému je
∑∞
k=−∞ |h(n)| <∞

Pr.:
Systém 1. rádu.
Z rie²enia pohybovej rovnice dy

dt + a0y = b0x vyplýva h(t) = b0e
−a0t = b0e

−t/T (pre
t ≥ 0, inak 0, T > 0). Nech b0 = 1 a vstupný signál x(t) = t pre 0 ≤ t ≤ 1, inak 0.
y(t) =

∫∞
−∞ x(τ)h(t− τ)dτ

h(t− τ) =

{
e−(t−τ)/T τ ≤ t (t− τ ≥ 0)

0 τ > t

x(τ) =

{
τ 0 ≤ τ ≤ 1
0 inak

∫ t2
t1
τe−(t−τ)/Tdτ = ... = e−t/T

∫ t2
t1
τeτ/Tdτ = e−t/T

[
T (τ − 1)eτ/T

]t2
t1

t < 0 : y(t) = 0

0 ≤ t ≤ 1 (t1 = 0, t2 = t) : y(t) = T (t− 1 + e−t/T )

t > 1 (t1 = 0, t2 = 1): y(t) = Te−t/T

(pre τ > 1 je nulové x(t))

3.1.3 Prechodová charakteristika systému

V praxi je moºné na vstup systému privies´ krátky (ns) impulz, a snímanú odozvu systému
povaºova´ za aproximáciu jeho impulznej charakteristiky h(t). Energetická nedostato£nos´
reálneho impulzu v²ak takýto prístup komplikuje. Výhodnej²ie (a v praxi výrazne bliº²ie
k idealizácii) je pouºitie iného "testovacieho" signálu - jednotkového skoku u(t). Odozva
systému na jednotkový skok sa nazýva prechodovou charakteristikou systému g(t).

x(t) = u(t) y(t) = T̂ u(t) = g(t) pre stacionárny systém g(t− τ) = T̂ u(t− τ)
pre kauzálny systém g(t) = 0 pre t < 0

Ke¤ºe δ(t) = du(t)
dt , h(t) = T̂ d

dtu(t) = d
dt T̂ u(t) = d

dtg(t) g(t) =
∫ t

0 h(τ)dτ

y(t) = x(0)g(t) +
∫ t

0
dx(τ)
dτ g(t− τ)dτ - alternatívny zápis Duhamelovho integrálu

Pr.:
Systém 1. rádu: dy

dt + a0y = b0x , h(t) = b0e
−a0t

x(t) = u(t)

y(t) =
∫ t

0 u(t− τ)h(τ)dτ = b0
∫ t
0 e
−a0τdτ = b0

a0
[1− e−t/T ]

b0
a0

- zosilnenie T = 1
a0

- £asová kon²tanta
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3.2 REPREZENTÁCIA SYSTÉMUVO FREKVEN�NEJ OB-
LASTI

3.2.1 Prenosová charakteristika systému

Stacionárna odozva systému na sinusoidálny vstupný signál vo frekven£nej oblasti sa na-
zýva frekven£nou, resp. prenosovou charakteristikou systému.

Nech y(t) = T̂ x(t) = λx(t) , kde λ je reálne alebo komplexné £íslo

λ - vlastná hodnota operátora T̂
x(t) - vlastná funkcia operátora T̂

Nech x(t) = eiωt y(t) =
∫∞
−∞ h(τ)eiω(t−τ)dτ =

︷ ︸︸ ︷∫ ∞
−∞

h(τ)e−iωτdτ︸ ︷︷ ︸
︷︸︸︷
eiωt︸︷︷︸ = λx(t)

λ =
∫∞
−∞ h(τ)e−iωτdτ = H(iω) - prenosová charakteristika

Prenosová charakteristika H(iω) je teda FT impulznej charakteristiky h(t)

h(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

H(iω)eiωtdω H(iω) =

∫ ∞
−∞

h(t)e−iωtdt

Ke¤ºe impulzná charakteristika systému je £asovou odozvou na "v²etky frekvencie" (rov-
nomerne obsiahnuté v spektre δ-impulzu), je prirodzené, ºe H(iω) a h(t) sú fourierovsky
previazané.

Pre sínusoidálne (a jedine sínusoidálne) signály v komplexnej £asovej reprezentácii - x(t), y(t)
komplexné - môºeme písa´ y(t) = H(iω)x(t) H(iω) = |H(iω)|eiϕ(ω)

|H(iω)| - amplitúdová prenosová charakteristika systému
ϕ(ω) - fázová prenosová charakteristika systému

Výstupný signál sleduje v £ase vstupný, s rovnakou frekvenciou, amplitúdou zmenenou o
faktor |H(iω)|, a s £asovým, a teda fázovým posunom ϕ = arctan ={H(iω)}

<{H(iω)} . Znamená to,
ºe <{H(iω)} ur£uje zloºku výstupného signálu vo fáze so vstupným signálom, a ={H(iω)}
zloºku výstupného signálu posunutú vo fáze o π/2 vo£i výstupnému signálu.

Pozn.:
Výrazy typu y(t) = H(iω)x(t) sú "potenciálne nebezpe£né", pretoºe mie²ajú £asové a
frekven£né reprezentácie veli£ín. Sú teda neprípustné pre v²eobecné £asové priebehy veli£ín,
a moºno ich pouºi´ len pre sínusoidálne priebehy.

Pre ©ubovo©ný (neharmonický) vstupný signál predstavuje H(iω) komplexnú odozvu line-
árneho systému na príslu²nú harmonickú zloºku v spektre vstupného signálu - komplexný
charakter H(iω) znamená sú£asnú informáciu o prenose amplitúdy a o fázovom posuve
príslu²nej harmonickej zloºky.

FT: x(t)↔ X(ω) y(t)↔ Y (ω) h(t)↔ H(iω)

Z vlastností FT a konvolúcie vyplýva: y(t) = h(t) ∗ x(t) Y (ω) = H(iω)X(ω)

(konvolúcia v £asovej oblasti ⇔ sú£in vo frekven£nej oblasti, a naopak)

Podobne Y ∗(ω) = H∗(iω)X∗(ω) |Y (ω)|2 = |H(iω)|2|X(ω)|2

h(t) je reálna ⇒ H(iω) = H∗(−iω) - podmienka fyzikálne reálneho systému

⇒ |H(iω)| musí by´ párna a ϕ(ω) musí by´ nepárna funkcia ω
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Interakciu ©ubovo©ného signálu s ©ubovo©ným lineárnym systémom môºeme teda skúma´
pomocou h(t) alebo H(iω) - prechod z £asovej do frekven£nej oblasti znamená transfor-
máciu d

dt → iω (v konvencii E).

Predpokladajme stacionárny lineárny systém n-tého rádu s harmonickým vstupným sig-
nálom x(t) = A cosωt = A eiωt+e−iωt

2 . Z pohybovej rovnice systému dostávame

y

x
=
bmD

m + bm−1D
m−1 + ...+ b0

Dn + an−1Dn−1 + ...+ a0
=

n∑
k=1

ck
D − λk

Výstupný signál y(t) je daný konvolúciou x(t) ∗ h(t), pri£om h(t) =
∑n
k=1 cke

λkt .

Pre 1. £len cos a 1. £len h(t) platí

y1(t) =
c1A

2

∫ t

0
eλ1(t−τ)eiωτdτ =

c1A

2
eλ1t

∫ t

0
e(iω−λ1)τdτ =

c1A

2

eiωt − eλ1t

iω − λ1

Pre v²etky £leny, po doznení prechodových javov (tj. utlmení £lenov eλkt), platí

y(t)|t→∞ =
A

2

(
n∑
k=1

ck
iω − λk

)
eiωt + kompl. zdruº. =

A

2
H(iω)eiωt +

A

2
H∗(iω)e−iωt

Prenosová charakteristika systému je teda

H(iω) =
n∑
k=1

ck
iω − λk

=
bm(iω)m + bm−1(iω)m−1 + ...+ b0

(iω)n + an−1(iω)n−1 + ...+ a0
D → iω

a výstupný signál môºeme zapísa´ v tvare

y(t)|t→∞ =
A|H(iω)|

2
[ei(ωt+ϕ) + e−i(ωt+ϕ)] = A|H(iω)| cos(ωt+ ϕ)

Pr.:
Systém 1. rádu

dy(t)

dt
+ a0y(t) = b0x(t) ⇔ Y (ω)(iω + a0) = b0X(ω) H(iω) =

b0
a0 + iω

=
K

1 + iωτ

τ = 1
a0

- £asová kon²tanta

K = b0
a0

- zosilnenie

|H(iω)| = K√
1+(ωτ)2

ϕ(iω) = arctan(−ωτ)

pre ω = 1/τ : |H| = K/
√

2 , ϕ = −45° pre ω →∞ : |H| → 0 , ϕ = −90°

Pr.:
Systém 2. rádu

d2y

dt2
+ 2γ

dy

dt
+ω2

0y = ω2
0x

d

dt
→ iω ,

d2

dt2
→ −ω2 H(iω) =

ω2
0

ω2
0 − ω2 + i2γω
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ω = 0 : |H| = 1 , ϕ = 0
ω →∞ : |H| → 0 , ϕ→ −180
ω = ω0 : |H| = ω0

2γ , ϕ = −90

max{|H(iω)|} : d|H(iω)|
dω = 0

ωmax = ωγ = ω0

√
1− 2

(
γ
ω0

)2

|H(iω)|max = ω0

2γ

√
1−2

(
γ
ω0

)2

|H(iω)| = ω2
0√

(ω2
0−ω2)2+(2γω)2

ϕ = − arctan 2γω
ω2
0−ω2

ak γ > ω0 - systém je pretlmený - nenastáva rezonancia

Na kvalitatívnu analýzu frekven£ných charakteristík systémov moºno pouºi´ metódu Bo-
deho grafov, opísanú v Dodatku B.

3.2.2 Kauzálnos´ systému a Kramersove-Kronigove vz´ahy

Impulznú odozvu systému h(t) (ako aj kaºdú inú funkciu) vieme vyjadri´ ako sú£et párnej
a nepárnej funkcie

h(t) = hp(t) + hn(t) hp(t) =
1

2
[h(−t) + h(t)] hn(t) =

1

2
[−h(−t) + h(t)]

Podmienkou kauzálnosti systému je h(t) = 0 pre t < 0 (predpokladáme δ-impulz na vstupe
v t = 0), z £oho plynie hp(t) = −hn(t) pre t < 0. Ke¤ºe hp(−t) = hp(t) a hn(−t) = −hn(t),
musí plati´ hp(t) = hn(t) pre t > 0. Teda

hp(t) = sign(t)hn(t)

hn(t) = sign(t)hp(t)
sign(t) =


1 , t > 0

−1 , t < 0

0 , t = 0

Tieto vz´ahy nazývame Kramersovými-Kronigovými vz´ahmi (KKV) v £asovej ob-
lasti, a sú bezprostredným dôsledkom poºiadavky kauzality. Známej²ia je ich verzia vo
frekven£nej oblasti, ktorú získame nasledovne.

Aby sme zdôraznili v²eobecný charakter týchto úvah, nahradíme vo zvy²ku tejto kapitoly
pojem prenosová charakteristika lineárneho systému (ekvivalentným) pojmom zov²eobec-
nená susceptibilita (pouºívaným v ²ir²om fyzikálnom kontexte)

χ(iω) =
odozva(ω)

prí£ina(ω)
= χ′(ω) + iχ′′((ω)

(v E-konvencii). Platí pre ¬u FT

χ(iω) = H(iω) =

∫ ∞
−∞

h(t)e−iωtdt =

∫ ∞
−∞

(hp(t) + hn(t))(cosωt− i sinωt)dt

kde s vyuºitím skuto£nosti, ºe
∫∞
−∞(nepárna f(t))dt = 0

<{H(iω)} = χ′(ω) =

∫ ∞
−∞

hp(t) cosωtdt o£ividne párna f(ω)

={H(iω)} = χ′′(ω) = −
∫ ∞
−∞

hn(t) sinωtdt o£ividne nepárna f(ω)
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Roz²írením integrálu pre χ′(ω) o nulový príspevok (nepárny podintegrálny £len) dostávame
χ′(ω) =

∫∞
−∞ hp(t) cosωtdt =

∫∞
−∞ hp(t)e

−iωtdt, £o je FT vz´ah. Platí teda aj spätná FT
hp(t) = 1

2π

∫∞
−∞ χ

′(ω)eiωtdω, £o s uváºením párnosti χ′(ω) prejde na

hp(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

χ′(ω) cosωtdω

Obdobným spôsobom dostaneme FT iχ′′(ω)↔ hn(t) a z toho

hn(t) =
−1

2π

∫ ∞
−∞

χ′′(ω) sinωtdω

Frekven£nú verziu KKV dostaneme pomocou FT ich £asovej verzie (sú£in↔ 1
2π konvolúcia)

hp(t) = sign(t)hn(t) ↔ χ′(ω) =
1

2π

(
2

iω
∗ iχ′′(ω)

)

hn(t) = sign(t)hp(t) ↔ iχ′′(ω) =
1

2π

(
2

iω
∗ χ′(ω)

)
kde FT funkcie sign(t) sme ur£ili pomocou jednotkového skoku u(t)

sign(t) = 2u(t)− 1 ↔ 2

(
1

iω
+ πδ(ω)

)
− 2πδ(ω) =

2

iω

Napokon

χ′(ω) =
1

π
P
∫ ∞
−∞

χ′′(ω′)

ω − ω′
dω′ =

2

π
P
∫ ∞

0

ω′χ′′(ω′)

ω2 − ω′2
dω′

χ′′(ω) = − 1

π
P
∫ ∞
−∞

χ′(ω′)

ω − ω′
dω′ = −2ω

π
P
∫ ∞

0

χ′(ω′)

ω2 − ω′2
dω′

Symbol P
∫
predstavuje integrál (Cauchy) v zmysle vlastnej hodnoty (podintegrálny výraz

je formálne neintegrovate©ný, integrál je v²ak kone£ný). Pri pravých £astiach rovníc sme
vyuºili fakt, ºe integrál

∫∞
−∞ z nepárnej funkcie je 0 a z párnej je 2

∫∞
0 . Súhrnne tieto vz´ahy

moºno prepísa´ do tvaru

χ(iω) =
1

iπ
P
∫ ∞
−∞

χ(iω′)

ω − ω′
dω′

Hodnota reálnej, resp. imaginárnej £asti χ(iω) pre dané ω je teda ur£ená imaginárnou, resp.
reálnou £as´ou χ(iω) v celom spektre (výraz 1

ω−ω′ v²ak zabezpe£uje podstatný príspevok k
integrálu len z okolia daného ω).

Pozn.:
V konvencii F menia KKV znamienko. Dôkaz KKV moºno tieº realizova´ pomocou Cau-
chyho vety o reziduách, pri£om sa predpokladá, ºe pre ω → ±∞ klesá χ(iω) rýchlej²ie neº
1
ω (reálny systém "nestíha" reagova´ na rýchle podnety), a ºe χ(iω) je analytická v²ade v
dolnej (v konvencii E), resp. hornej (v konvencii F) komplexnej polrovine ω′.

Dôleºitou je otázka fyzikálneho významu reálnej a imaginárnej £asti zov²eobecnenej sus-
ceptibility (prenosovej charakteristiky). Analyzujeme ju na príklade systému 1. rádu

dy(t)

dt
+ a0y(t) = b0x(t) H(iω) =

b0/a0

1 + iω/a0

Predpokladajme, ºe sú£in prí£iny a odozvy (vstupného a výstupného signálu) x(t)y(t) má
rozmer energie. Príkladom môºe by´ skúmanie nabíjania kondenzátora zo zdroja napätia,
x(t) = napätie u(t), y(t) = náboj q(t). Prechodom do frekven£nej oblasti skúmame pomery
harmonických zloºiek U(ω), Q(ω), pri£om

q(t)|ω = χ(iω)u(t)|ω Q(ω) = χ(iω)U(ω) χ(iω) =
C − iωRC2

1 + (ωRC)2
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Zov²eobecnená susceptibilita χ(ω) má v tomto prípade rozmer kapacity. χ′(ω) dáva do po-
meru k prí£ine zloºku odozvy vo fáze s prí£inou - v na²om príklade harmonické nabíjanie
q(t) k harmonickému napätiu u(t). Je mierou energie akumulovanej v systéme - kondenzá-
tore (práce dodanej zdrojom, q(t) ·u(t)). Naopak, χ′′(ω) je pomerom harmonických zloºiek
posunutých vo fáze o π/2 - teda harmonického prúdu i(t) = dq(t)

dt a napätia, a je teda
mierou strát energie v systéme (výkonu na odpore, u(t) · i(t)).

Predpokladajme teraz, ºe sú£in vstupného a výstupného signálu má rozmer výkonu. Príkla-
dom môºe by´ skúmanie rýchlosti v(t) telesa (m) vo viskóznom (η) prostredí pod vplyvom
budiacej sily f(t)

m
dv(t)

dt
+ ηv(t) = f(t) χ(iω) =

η − iωm
η2 + (ωm)2

Zov²eobecnená susceptibilita má v tomto prípade rozmer 1/η, pri£om χ′(ω) je mierou
viskózných strát (v(t) · f(t)), a χ′′(ω) reprezentuje energiu akumulovanú v pohybe.

Jeden zo spôsobov, ako rýchlo ur£i´, ktorá zo zloºiek χ(ω) reprezentuje akumuláciu, resp.
dissipáciu, je "vypnú´" straty (R, η → 0) - stratová zloºka χ(ω) zanikne.

Osobitný fyzikálny význam prira¤ujeme tzv. statickej susceptibilite χ(0) = χ′(ω → 0).
Z KKV v limite ω → 0 vyplýva

χ′(0) =
−2

π
P
∫ ∞

0

χ′′(iω′)

ω′
dω′ χ′′(0) = 0

V uvedených príkladoch χ(0) = C, resp. 1/η, a teda Q(0) = CU(0), resp. V (0) = F (0)/η,
£o opä´ vypovedá o akumula£nom, resp. dissipa£nom charaktere χ(iω).

Dôleºitou zov²eobecnenou susceptibilitou vo fyzike materiálov je napr. dielektrická funkcia
- Dodatok C.

3.2.3 Prenosová charakteristika v laplaceovskej reprezentácii

Ak namiesto fourierovskej reprezentácie signálu a systému pouºijeme laplaceovskú, hovo-
ríme o tzv. operátorovej metóde.

Predpokladajme systém n-tého rádu bez po£iato£nej akumulovanej energie, teda
x(t) = 0 pre t < 0 y(0) = dy(0)

dt = ... = dn−1y(0)
dtn−1 = 0

Derivácie v dif. rovnici systému

an
dny(t)

dtn
+ an−1

dn−1y(t)

dtn−1
+ ...+ a0y(t) = bm

dmx(t)

dtm
+ bm−1

dm−1x(t)

dtm−1
+ ...+ b0x(t)

nahradíme operátorom s (komplexnou frekvenciou) dkx(t)
dtk

= skX(s), d
ky(t)
dtk

= skY (s)

(ans
n + an−1s

n−1 + ...+ a0)Y (s) = (bms
m + bm−1s

m−1 + ...+ b0)X(s)

Výhodou operátorovej metódy je prechod od dif. rovníc k algebrickým a relatívna jedno-
duchos´ ur£enia £asovej odozvy systému.

Pr.:
Systém 1. rádu

T
dy(t)

dt
+ y(t) = Kx(t) → TsY (s) + Y (s) = KX(s) ,

Y (s)

X(s)
=

K

1 + sT
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Prechodová odozva
x(t) = u(t) → X(s) = 1

s , Y (s) = K
s(1+sT ) = K

(
1
s −

1
1
T

+s

)
→ y(t) = K

(
1− e−t/T

)
u(t)

Odozva na pravouhlý impulz d¨ºky τ
x(t) = A pre 0 ≤ t ≤ τ , inde 0

X(s) = A
s −

A
s e
−sτ - superpozícia vzostupného a posunutého zostupného jedn. skoku

Y (s) =
K

1 + sT
X(s) =

K

1 + sT

(
A

s
− A

s
e−sτ

)
KA

s(1+sT ) → KA
(
1− e−t/T

)
u(t) = y1(t)

− KA
s(1+sT )e

−sτ → −KA
(
1− e−(t−τ)/T

)
u(t− τ) = y2(t) posunuté v £ase o τ oproti y1(t)

(u(t− τ)x(t− τ)←→ X(s)e−sτ )

y(t) = y1(t) + y2(t)

y(t) = KA
(
1− e−t/T

)
, 0 < t < τ

y(t) = −KA
(
1− eτ/T

)
e−t/T , t > τ

y(t)→ 0 , t� τ

Pr.:
Systém 2. rádu

d2y(t)

dt2
+ 2γ

dy(t)

dt
+ ω2

0y(t) = ω2
0x(t)

Y (s)

X(s)
=

ω2
0

s2 + 2γs+ ω2
0

Prechodová odozva

X(s) =
1

s
Y (s) =

ω2
0

s(s2 + 2γs+ ω2
0)

korene s0 = 0 a s1,2 = −γ ±
√
γ2 − ω2

0

- ak γ > ω0 : s1, s2 sú 2 rôzne reálne korene, pri£om s1s2 = ω2
0 - pretlmený systém

Y (s) = ω2
0

[
1

s1s2s
+ 1

s1(s1−s2)(s−s1) + 1
s2(s2−s1)(s−s2)

]
→ y(t) =

[
1 + s2

s1−s2 e
s1t + s1

s2−s1 e
s2t
]
u(t)

- ak γ = ω0 : s1,2 = −ω0 je dvojitý reálny kore¬ - kritické tlmenie

Y (s) =
ω2
0

s(s+ω0)2
= 1

s −
1

s+ω0
− ω0

(s+ω0)2
→ y(t) =

[
1− e−ω0t − ω0te

−ω0t
]
u(t)(

X(s+ a)→ e−atx(t) , 1
s2
→ t , 1

(s+ω0)2
→ te−ω0t

)
- ak γ < ω0 : 2 komplexne zdruºené korene - podtlmený systém

Y (s) = 1
s −

s+2γ
s2+2γs+ω2

0
= 1

s −
s+γ

(s+γ)2+ω2
γ
− γ

ωγ

ωγ
(s+γ)2+ω2

γ

y(t) =
[
1− e−γt

[
cosωγt+ γ

ωγ
sinωγt

]]
u(t) ωγ =

√
ω2

0 − γ2

Impulzná odozva

x(t) = δ(t) → X(s) = 1

Y (s) =
ω2
0

s2+2γs+ω2
0

=
ω2
0

(s+γ)2+ω2
γ

=
ω2
0
ωγ

ωγ
(s+γ)2+ω2

γ

y(t) =
[
ω2
0
ωγ
e−γt sinωγt

]
u(t)
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3.2.4 Prenosová funkcia v komplexnej rovine

Prenosová funkcia systému K(s) = Y (s)
X(s) = (bmsm+bm−1sm−1+...+b0)

(ansn+an−1sn−1+...+a0)
závisí len od vlast-

ností systému (pre fyzikálne "rozumné" systémy n ≥ m, korene polynómov sú bu¤ reálne
alebo komplexne zdruºené páry - dôsledok reálnosti koe�cientov dif. rovnice systému).

Polynómy vo výraze K(s) moºno vyjadri´ v tvare K(s) = K0
(s−z1)(s−z2)...(s−zm)
(s−p1)(s−p2)...(s−pn) , kde

korene £itate©a zk sú nulovými bodmi, a korene menovate©a pk sú pólmi prenosovej
funkcie v komplexnej rovine. zk, pk sú reálne alebo komplexne zdruºené páry, môºu by´
jednotlivé alebo viacnásobné.

Predpokladajme, ºe póly nie sú viacnásobné. Prenosová funkcia sa dá rozloºi´ na parciálne
zlomky K(s) = K1

s−p1 + K2
s−p2 + ...+ Kn

s−pn a jej LT je k(t) = K1e
p1t+K2e

p2t+ ...+Kne
pnt.

Ak póly leºia na reálnej osi, p = σ - reálne £., príslu²ný mód je Keσt (t ≥ 0), a je to
neohrani£ene rastúca odozva pre σ > 0, jednotková odozva pre σ = 0, a tlmená odozva pre
σ < 0.

Ak póly sú komplexné, existujú v zdruºených pároch (symetricky okolo reálnej osi), prí-
slu²ný mód je Kept +K∗ep

∗t = |K|eiϕe(σ+iω)t + |K|e−iϕe(σ−iω)t = 2|K|eσt cos(ωt+ ϕ).
Pod©a hodnoty σ je to sinusoidálna odozva s amplitúdou neohrani£ene rastúcou, kon²tant-
nou alebo tlmenou.

Póly σ < 0 znamenajú stabilný systém.

Póly σ > 0 znamenajú nestabilný systém.

Póly σ = 0 znamenajú hrani£nú stabilitu.

�asová kon²tanta klesá s rastúcou vzdialenos´ou od imagi-
nárnej osi σ = 0.

Ke¤ºe |K(s)| = K |s−z1||s−z2|...|s−zm||s−p1||s−p2|...|s−pm| a |s − zk| je vzdialenos´ daného bodu v komplexnej
rovine (komplexnej frekvencie s) od nulového bodu (pre póly detto), amplitúda prenosu
pre danú frekvenciu ω závisí od vzdialenosti s = iω od zk, pk.

Fázový posun je
ϕ = arctan

y−yz1
x−xz1

+ arctan
y−yz2
x−xz2

+ ...+ arctan y−yzm
x−xzm

− arctan
y−yp1
x−xp1

− ...− arctan
y−ypn
x−xpn

pri£om x = 0, y = ω pre s = iω.

Pr.:
Systém 1. rádu

K(s) = 1
1+sT = 1

T (s+ 1
T

)
(treba aby koe�cient pri s bol 1)

Pól s = − 1
T - ve©kos´ odozvy ∼ (vzdialenos´ s = iω od pólu)−1

L =
√
ω2 + 1

T 2

ϕ = −ϕp1 = − arctanωT

|K(s)| = 1
T

1
L = 1√

1+ω2T 2

Nárast ω - nárast L - pokles |K(s)| aj nárast |ϕ|

Pr.:
Systém 2. rádu

K(s) =
ω2
0

s2+2γs+ω2
0

Póly s = −γ ±
√
γ2 − ω2

0
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|K(s)| = ω2
0

L1L2
ϕ = −(ϕp1 + ϕp2)

- Ak γ > ω0 :

S rastom ω rastú L1, L2 aj ϕp1, ϕp2.

|K(s)| klesá a |ϕ| rastie (ϕ < 0).

- Ak γ < ω0 :

S rastom ω L2, ϕp1, ϕp2 monotónne rastú, L1 najprv
klesá, potom rastie.

|K(s)| má maximum, |ϕ| monotónne rastie (prudko v
okolí ω0).

Ak nejaký pól prenosovej funkcie systému má zápornú reálnu £as´ ove©a vä£²iu (viac neº
10-násobne) neº ostatné póly, moºno ho "zanedba´" - v prechodovej odozve vypadne (rýchle
tlmenie) ale v stacionárnej odozve sa uplatní redukovaním zosilnenia.

Napr. K(s) = K
s(s+2)(s+30) s1 = 0, s2 = −2, s3 = −30 K(s)→ K/30

s(s+2)

3.2.5 Niektoré zloºené systémy. Stabilita

Najjednoduch²ími zloºenými systémami sú sériové (kaskáda) a paralelné zapojenie jedno-
duchých systémov. Pre ich prenosové charakteristiky platí

K(s) = K1(s)K2(s) K(s) = K1(s) +K2(s)

Prenosy v decibeloch sa pri kaskáde s£ítavajú.

Dôleºitým zloºeným systémom je systém so spätnou
väzbou (SV) - signál z výstupu systému je privedený
na jeho vstup pomocou spätnoväzbovej vetvy s prenoso-
vou charakteristikou G(s). Na vstupe dostávame X(s)±
G(s)Y (s). Znamienko ± odpovedá kladnej, resp. zápor-
nej SV. Výsledný výstupný signál je potom Y (s) =
K(s)[X(s)±G(s)Y (s)]

Prenosová charakteristika má tvar (Blackov vz´ah)

Y (s)

X(s)
=

K(s)

1∓K(s)G(s)

Je zrejmé, ºe kladná SV (znamienko - v menovateli) je zdrojom nestability systému - pre
K(s)G(s)→ 1 prenos neobmedzene rastie. Záporná SV naopak stabilizuje systém. Ke¤ºe
v²ak je spätnoväzbový prenos G(s) frekven£ne závislý (a teda aj fázový prosuv závisí od
frekvencie), môºe sa napr. záporná SV pre nízke frekvencie sta´ kladnou SV pre vysoké
frekvencie (fázový posuv ≈ 180°).

Pozn.: Pri odvodení Blackovho vz´ahu sa predpokladá ideálne prenosové systémy (K(s), G(s)
nezávisia od zá´aºe - nekone£ný vstupný a nulový výstupný odpor). Pre reálne systémy je
Blackov vz´ah len prvým priblíºením.

Na Blackovom vz´ahu je zaloºené Nyquistovo kritérium stability systému so SV (Do-
datok F).
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4. LINEÁRNE ELEK-

TRONICKÉ PRVKY A OBVODY

4.1 LINEÁRNE PASÍVNE PRVKY

4.1.1 Rezistor / odpor

Zavedením pojmu driftovej rýchlosti nosi£ov náboja (elektrónov) ~vd ako spriemerovanej
(cez £as aj súbor nosi£ov) usmernenej rýchlosti rozpty©ujúcich sa nosi£ov prechádza ich
pohybová rovnica na tvar

m
d~v

dt
→ m

~vd
τ

= −e ~E

kde τ je charakteristický relaxa£ný £as elektrónovej hybnosti (resp. stredná zráºková peri-
óda). Odtia© pre hustotu prúdu elektrónov s koncentráciou n platí

~j = −ne~vd =
ne2τ

m
~E = σ ~E

£o je diferenciálny tvar Ohmovho zákona s mernou vodivos´ou

σ =
ne2τ

m

Pre prúd a napätie na úseku d¨ºky l valcového vodi£a o priereze S a mernom odpore ρ = 1
σ

platí

I =

∫
~j · d~S = jS v homogénnom vodi£i

U =

∫
~E · d~l = ρjdl = I

(
ρ
l

S

)
= IR

£o je Ohmov zákon v integrálnom tvare pre odpor R = ρ lS .

Zdroj napätia koná na odpore prácu premiest¬ovaním (kladného) náboja dW = Udq =
UIdt, a jeho výkon je

P = UI =
U2

R
= RI2

Táto práca sa premie¬a na teplo s objemovou hustotou (jeho premeny za £as)

p =
dP
dV

=
E
︷︸︸︷
dl j

︷︸︸︷
dS

dV︸︷︷︸ = Ej = ~E ·~j

Z uvedeného tieº vyplýva, ºe:

- pri sériovom spojení dvoch (rovnakých) odporov R nimi preteká ten istý prúd I, a teda
na kaºdom z nich je napätie U , výsledný výkon prúdu je teda

Pv = 2 · UI = 2I2R = I2Rv výsledný odpor je Rv = 2R
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- pri paralelnom spojení dvoch (rovnakých) odporov R je na oboch to isté napätie a prúd
I sa delí medzi ne, výsledný výkon je

Pv = 2 · U I
2

= 2R

(I
2

)2

= I2R

2
výsledný odpor je Rv =

R

2

Na zamyslenie: Interpretácia Poyntingovho vektora na povrchu rezistora pretekaného prú-
dom.

4.1.2 Kondenzátor / kapacita

Elektrické pole medzi doskami kondenzátora o ploche S vzdialenými od seba l pri náboji
q je | ~E| = q

εS (ε - permitivita prostredia medzi doskami), a napätie medzi doskami je

U =

∫
~E · d~l = | ~E|l = q

(
l

εS

)
=

q

C

Kapacita doskového kondenzátora je teda C = εS
l .

Práca potrebná na jeho nabitie o dq, resp. q, je

dW =

∫
~F · d~l = dq

∫
~E · d~l =

l

εS
qdq

W =
l

εS

∫
qdq =

q2

2C
=

1

2
CU2

a je rovná energii naakumulovanej v kondenzátore (v elektrostatickom poli medzi doskami)
s objemovou hustotou

w =
W

V
=
CU2

2Sl
=
ε( ~E)2

2

(predpokladáme izotropné dielektrikum s permitivitou ε).

Z uvedeného tieº vyplýva, ºe:

- pri paralelnom zapojení dvoch (rovnakých) kapacít je na oboch to isté napätie, a teda
celková akumulovaná energia je

Ev = 2

(
1

2
CU2

)
=

1

2
(2C)U2 výsledná kapacita je Cv = 2C

- pri sériovom zapojení dvoch (rovnakých) kapacít je na kaºdej z nich napätie U , výsledné
napätie je Uv = 2U , a celková akumulovaná energia je

Ev = 2

(
1

2
CU2

)
=

1

2

(
C

2

)
U2
v výsledná kapacita je Cv =

C

2

Vz´ah medzi prúdom a napätím na kondenzátore je

I =
dq

dt
= C

dU
dt

U =
1

C

∫
Idt

Na zamyslenie: Interpretácia Poyntingovho vektora v kondenzátore po£as nabíjania.
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4.1.3 Cievka / induk£nos´

Dynamická de�nícia (vlastnej) induk£nosti prostredníctvom samoindukovaného napätia

Ui = −LdI
dt

= −dΦ

dt
Φ = LI

Magnetické pole v dlhom solenoide je∮
~B · d~l = Bl = µ0NI (N - po£et obopnutých závitov) B = µ0

N

l
I

Magnetický tok N závitmi solenoidu na d¨ºke l je

Φ = N

∫
~B · d~S =

(
µ0
N2

l
S

)
I = LI L = µ0

N2

l
S

Výkon zdroja napájajúceho cievku je

P = UI = −UiI = LI dI
dt

=
d

dt

(
1

2
LI2

)
a energia akumulovaná v cievke pri prúde I je

EL =
1

2
LI2

s objemovou hustotou (t.j. hustotou energie magnetického po©a)

w =
LI2

2V
=
LI2

2Sl
= ... =

B2

2µ0

Skladanie induk£ností je identické ako pri odporoch.
(rovnaké argumenty: P = RI2, EL = L

2 I
2)

4.1.4 Transformátor / vzájomná induk£nos´

Transformátor je sústava 2 induk£ností (cievok), medzi ktorými existuje magnetická väzba
- magnetický tok generovaný prúdom v jednej induk£nosti £iasto£ne alebo úplne preniká
druhou induk£nos´ou. Miera magnetickej väzby je vyjadrená vzájomnou induk£nos´ou

M = k
√
L1L2 0 ≤ k < 1

M > 0 ak magnetické toky oboch cievok majú rovnaký smer (rovnako vinuté cievky)
M < 0 ak magnetické toky oboch cievok majú navzájom opa£ný smer (opa£ne vinuté
cievky)

Pre sériovo viazané cievky platí Lv = L1 + L2 ± 2M
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Nech L1 = L2 = L, potom Lv = 2L(1± k)

Ak k = 0 - cievky nie sú vo väzbe - Lv = 2L

Ak k = 1 - dokonalá väzba: pre ↑↑ Lv = 4L
pre ↑↓ Lv = 0

(posledný prípad odpovedá tzv. bi�lárnym cievkam)

Pre paralelne viazané cievky platí

Lv =
L1L2 −M2

L1 + L2 ± 2M

(± pri nerovnakej/rovnakej orientácii vinutia II)

Nech L1 = L2 = L, potom M = k
√
L1L2 = kL a Lv = ... = L

2
1−k2
1±k

Ak k = 0 - cievky nie sú vo väzbe - Lv = L
2

Ak k = 1 - dokonalá väzba: pre ↑↑ Lv = limk→1
1−k2
1−k

L
2 = L

pre ↑↓ Lv = 1−1
1+1

L
2 = 0

(²ípky symbolizujú smer vinutia cievok na obr.)

Ak sú cievky v ideálnej magnetickej väzbe (ideálny transformátor - dá sa skon²truova´ napr.
spolo£ným feromagnetickým jadrom), potom oboma cievkami preteká ten istý magnetický
tok Φ. Pri vstupnom napätí U1(t) na primárnej cievke s n1 závitmi pre magnetický tok
platí

U1(t) = −n1
dΦ

dt

a na svorkách sekundárnej cievky s n2 závitmi sa v dôsledku £asovej zmeny tohto magne-
tického toku indukuje napätie

U2(t) = −n2
dΦ

dt
=
n2

n1
U1(t) = pU1(t)

Prúdy v primárnom i sekundárnom obvode sú vo fáze s magnetickým tukom vo vinutiach
transformátora, ktorý je zasa fázovo posunutý o π/2 vo£i napätiam, napätia U1(t), U2(t)
sú teda navzájom vo fáze alebo posunuté o π, pod©a vzájomného smeru vinutia.

Pri zanedbaní strát sa celý výkon z primárneho obvodu transformuje do sekundárneho
obvodu

U1(t)I1(t) = U2(t)I2(t)

a teda prúd sa transformuje v opa£nom pomere napätí I2(t) = 1
pI1(t)

Pri harmonickom budení (ideálneho) transformátora s neza´aºeným sekundárnym obvo-
dom (naprázdno, I2 = 0) pre transformáciu napätí platí

U1 = L
dI1

dt
= iωLI1 U2 = M

dI1

dt
= iωMI1

U2

U1
=
M

L1
=

√
L1L2

L1
=

√
L2

L1
=
n2

n1
= p (k = 1)

V reálnom zapojení so za´aºeným sekundárnym obvodom (pod©a 2. Kirchho�ovho zákona)
platí
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U1 = (R1 + iωL1)I1 + iωMI2

0 = iωMI1 + (R2 + iωL2)I2

Rie²ením tejto sústavy rovníc dostávame vstupnú zá´aº "z poh©adu" zdroja signálu

Zvst = U1
I1 ... = R1 + iωL1R2

R2+iωL2

∼= R1 +R2
L1
L2

= R1 + R2
p2

(R2 � ωL2)

Zá´aº sekundárneho obvodu transformátora R2 sa teda transformuje do jeho vstupného
odporu v pomere 1/p2. Táto vlastnos´ sa vyuºíva pri výkonovom prispôsobovaní systémov.

4.1.5 Reálne pasívne dvojpóly

Jednoparametrové pasívne dvojpóly sú idealizáciou. Reálne rezistory, kondenzátory a cievky
disponujú, vo vä£²ej £i men²ej miere, v²etkými tromi parametrami R,C,L.
Reálny rezistor, ako vodi£, má svoju (parazitnú) kapacitu (schopnos´ elektricky sa nabi´
vo£i nulovému potenciálu), a prúd ním pretekajúci je zdrojom magnetického po©a (malá
sériová induk£nos´).
Kaºdý reálny kondenzátor má (malý) zvodový prúd, a ktorý modelujeme paralelným od-
porom. Vodivostný prúd prívodnými vodi£mi aj posuvný prúd v objeme (dielektriku) kon-
denzátora sú rovnocennými zdrojmi magnetického po©a.
Reálna cievka je vinutá z vodi£a, má teda nezanedbate©ný odpor (v sérii s induk£nos´ou),
a rovnako má parazitnú kapacitu.

Linearita vy²²ie opísaných prvkov má takisto svoje (vä£²ie £i men²ie) obmedzenia. Reálny
rezistor sa napr. prechodom prúdu zahrieva jouleovským teplom, £ím sa mení jeho odpor,
teda R = R(I). Induk£nos´ cievky s magnetickým jadrom je zas lineárna len v oblasti
linearity magnetiza£nej krivky jadra.

4.2 PRECHODOVÉ JAVY V R-C-L OBVODOCH
- PRECHODOVÁ CHARAKTERISTIKA

Funkciu pasívnych prvkov R,C,L v elektronických obvodoch moºno dobre pochopi´ zo
²túdia prechodových javov v tých to obvodoch: Vo v²etkých niº²ie uvedených prípadoch
môºeme príslu²ný systém (obvod) vníma´ ako dvojbránu (²tvorpól), kde vstupnou bránou
je dvojica pólov, na ktoré privádzame napä´ový skok U0, a výstupnú bránu de�nuje vybrané
"výstupné" napätie (napr. UC), ktoré sú£asne predstavuje (po znormovaní na U0) odozvu
systému na jednotkový skok - prechodovú charakteristiku systému v £asovej oblasti g(t).

4.2.1 RC obvod

Po rozopnutí spína£a sa kondenzátor nabíja prúdom I

U0 = UR+UC = IR+
1

C

∫
Idt → dI

dt
+

1

RC
I = 0

ansatz I = I0e
αt : α+

1

RC
= 0 α = − 1

RC
= −1

τ
I(t) = I0e

−t/τ
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I0 z po£. podm. pre t = 0 : UC = 0 UR = I0R = U0 I(t) =
U0

R
e−t/τ

UR(t) = RI(t) = U0e
−t/τ UC(t) = U0 − UR(t) = U0(1− e−t/τ )

Zánikom nabíjacieho prúdu sa napätie na kondenzátore ustáli.

Ak by R → 0, I0 → ∞, τ → 0 - kondenzátor by sa nabil "nekone£ne ve©kým prúdom
nekone£ne rýchlo" ⇒ R limituje prúd (ur£uje dobu nabíjania).

Pri nabíjaní kondenzátora C cez odpor R zdroj (napätia U0) postupne odovzdáva do zá´aºe
energiu

E(t) =

∫ t

0
U0I(t′)dt′ = CU0

∫ t

0

dUC
dt′

dt′ = CU0

∫ UC(t)

0
dUC = CU0UC(t) = CU2

0

(
1− e−t/τ

)
a úhrnná energia odobraná zdroju (po£as celého nabíjania) je

E(∞) = U0

∫ ∞
0
I(t)dt = ... = CU2

0

�as´ tejto energie sa na odpore R premie¬a na teplo

ER(t) =

∫ t

0
UR(t′)I(t′)dt′ = R

∫ t

0
I2(t′)dt′ =

CU2
0

2

(
1− e−2t/τ

)
pri£om úhrnná energia premenená na teplo je

ER(∞) = R

∫ ∞
0
I2(t)dt = ... =

CU2
0

2

a zvy²ná £as´ sa postupne akumuluje v kondenzátore

EC(t) =

∫ t

0
UC(t′)I(t′)dt′ = C

∫ UC(t)

0
UCdUC =

CU2
0

2

(
1− e−t/τ

)2

pri£om úhrnná akumulovaná energia je

EC(∞) =
CU2

0

2

(v kaºdom okamihu platí E(t) = ER(t) + EC(t))

Pri nabíjaní kondenzátora sa teda polovica celkovej dodanej energie premení na teplo na
odpore!

Po zopnutí spína£a sa kondenzátor vybíja cez R

0 = RI +
1

C

∫
I(t)dt

dI
dt

+
I
τ

= 0

Tá istá rovnica ako pri nabíjaní C ale iné po£. podmienky:
t = 0 : UC = U0 , UR = −UC

I(t) = −U0

R
e−t/τ UR(t) = −U0e

−t/τ = −UC(t)

Energia premenená na odpore na teplo po£as celého vybíjania kondenzátora je

ER =

∫ ∞
0

RI2(t)dt =
U2

0

R

∫ ∞
0

e−2t/τdt =
τU2

0

2R
=

1

2
CU2

0 = EC

Celá akumulovaná energia (elektrického po©a) v kondenzátore sa teda premení na teplo na
odpore.
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4.2.2 RL obvod

Po rozopnutí spína£a te£ie obvodom prúd I .
Bez cievky prúd okamºite nadobudne hodnotu U0

R .

Nárast prúdu (a magnetického po©a) v cievke vyvolá napätie −Ui, ktoré spoma©uje nárast
prúdu.

L
dI
dt

+RI = U0

Ansatz I(t) = Aeαt nevykompenzuje £asovo nezávislý £len U0 .

Ansatz I(t) = A1 +A2e
αt vyhovuje len ak

A1 =
U0

R
LA2α = −RA2 ⇒ α = −R

L
= −1

τ

A2 je dané po£. podmienkou pre t = 0 : I = 0 ⇒ A2 = −A1

I(t) =
U0

R

(
1− e−t/τ

)
= I0

(
1− e−t/τ

)
UR(t) = RI(t) = U0

(
1− e−t/τ

)
UL(t) = L

dI
dt

= U0 − UR = U0e
−t/τ

Napätie na cievke zanikne po ustálení prúdu.

Ak R→ 0 , τ →∞ - prúd sa neustáli ale neohrani£ene rastie - R limituje prúd.

Energia postupne dodaná zdrojom do zá´aºe je

E(t) =

∫ t

0
U0I(t′)dt′ = ... =

U2
0

R

[
t+ τ

(
e−t/τ − 1

)] −→
t→∞

U2
0

R
(t− τ)

Táto energia sa rozloºí medzi odpor a cievku

ER(t) =

∫ t

0
RI2(t′)dt′ = ... =

U2
0

R

[
t+ τ

(
2e−t/τ − 1

2
e−2t/τ − 3

2

)]
−→
t→∞

U2
0

R

(
t− 3

2
τ

)

EL(t) =

∫ t

0
LI(t′)

dI(t′)

dt′
dt′ = ... =

U2
0

R
τ

[(
1

2
e−2t/τ − e−t/τ +

1

2

)]
−→
t→∞

1

2
LI2

0

Ustálením prúdu (na hodnote I0) ustane aj dodávka energie do cievky (ustálené magnetické
pole), a ¤alej dodávaná energia zo zdroja sa celá spotrebováva na odpore.

Po zopnutí spína£a prúd kvôli induk£nosti zaniká postupne

L
dI
dt

+RI = 0 t = 0 : UR = U0

I(t) = I0e
−t/τ UR(t) = U0e

−t/τ = −UL(t)

Energia premenená na odpore na teplo po£as zanikania prúdu je

ER =

∫ ∞
0

RI2(t)dt =
U2

0

R

∫ ∞
0

e−2t/τdt =
τU2

0

2R
=

1

2
LI2

0 = EL

Celá energia magnetického po©a v cievke sa premení na teplo na odpore.

Pozor: Nesmie dôjs´ ku skokovej zmene prúdu náhlym preru²ením obvodu - nekontrolova-
te©ne ve©ké indulované napätie LdIdt na cievke môºe vies´ k zapáleniu oblúkového výboja -
ochranou je napr. trvalé premostenie RL-£lena paralelným odporom Rp (� R).
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4.2.3 LC obvod

Po rozopnutí spína£a sa prúdom I kondenzátor nabíja nábojom
q(t) =

∫ t
0 I(t′)dt′, pri£om cievka bráni zmene prúdu

U0 = L
dI(t)

dt
+

1

C

∫ t

0
I(t′)dt′

d2I(t)

dt2
+

1

LC
I(t) = 0

ansatz I(t) = A cosω0t :

−ω2
0A+

1

LC
A = 0 ω0 =

√
1

LC

A ur£íme z po£. podmienky pre t = 0 : I(0) = A cos 0 = A = 0 nezmysel!

Principiálna chyba : Homogénna dif. rovnica 2. rádu na úplné rie²enie vyºaduje 2 po£ia-
to£né podmienky - ansatz teda musí obsahova´ 2 vo©né parametre (na vyhovenie 2 po£.
podmienkam).

ansatz I(t) = A cos(ω0t+ ϕ0) :

1. po£. podmienka pre t = 0 : I(0) = A cosϕ0 = 0 ⇒ ϕ0 = π
2

2. po£. podmienka pre t = 0 : UC(0) = 0 ⇒ UL(0) = L
(
dI(t)
dt

)
t=0

= −LAω = U0

⇒ A = − U0
ω0L

= −I0

I(t) = −I0 cos(ω0t+ π/2) = I0 sinω0t

UL(t) = −ω0LA sin(ω0t+ π/2) = U0 cosω0t UC(t) = U0 −UL(t) = U0(1− cosω0t)

Prúd aj napätia na cievke a kondenzátore majú netlmený oscila£ný charakter s frekvenciou
ω0.

Energia akumulovaná v cievke a kondenzátore je

EL(t) =
1

2
LI2(t) =

1

2
CU2

0 sin2 ω0t EC(t) =
1

2
CU2

C(t) =
1

2
CU2

0 cos2 ω0t

Celková energia dodaná zo zdroja je

E(t) = EL(t) + EC(t) =
1

2
CU2

0 =
1

2
LI2

0

Po prvom nabití kondenzátora uº táto energia nezávisí od £asu (nerastie) - následným
zopnutím spína£a moºno zdroj odpoji´ a energia ostane akumulovaná v obvode, kaºdú
1
4 -periódu dôjde k cyklickej premene EC na EL alebo naopak.

4.2.4 RLC obvod

Obdobný proces ako v predchádzajúcom prípade, na odpore
v²ak dochádza k dissipácii energie.

U0 = L
dI(t)

dt
+

1

C

∫ t

0
I(t′)dt′ +RI(t)

d2I(t)

dt2
+
R

L

dI(t)

dt
+

1

LC
I(t) = 0
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ansatz I(t) = Aeαt :

α2 +
R

L
α+

1

LC
= 0 α1,2 = − R

2L
±

√(
R

2L

)2

− 1

LC
=

1

τ
± β

β =

√(
1

τ

)2

− ω2
0 τ =

2L

R
ω0 =

√
1

LC

V²eobecným rie²ením je I(t) = A1e
α1t +A2e

α2t

po£. podmienky pre t = 0:

I(0) = 0 ⇒ A1 = −A2

UC(0) = 0
UR(0) = 0 lebo I(0) = 0

}
⇒ UL(0) = L

(
dI(t)
dt

)
t=0

= Lα1A1 + Lα2A2 = U0

⇒ A1 =
U0

2βL
I(t) =

U0

βL
e−t/τ

eβt − e−βt

2

- ak 1
τ > ω0 , tj. R > 2

√
L
C , potom β2 > 0 I(t) = U0

βLe
−t/τ sinhβt

- ak 1
τ = ω0 , tj. R = 2

√
L
C , potom β = 0 I(t) = U0

βL te
−t/τ - kritické tlmenie

V oboch prípadoch prúd aperiodicky zanikne a napätie na kondenzátore sa ustáli na U0.

- ak 1
τ < ω0 , tj. R < 2

√
L
C , potom β2 < 0 β = i

√
ω2

0 −
(

1
τ

)2
= iωγ

I(t) =
U0

Lωγ
e−t/τ

eiωγt − e−iωγt

2i
=

U0

Lωγ
e−t/τ sinωγt

Prúd zaniká tlmenými periodickými osciláciami.

Celková energia (po ustálení prechodového javu) dodaná zdrojom do obvodu sa delí na
energiu nabitého kondenzátora a teplo uvo©nené na odpore

E(∞) =
CU2

0

2
+

∫ ∞
0

RI2(t)dt = ... =
CU2

0

2
+

τ2U2
0

2L(1 + ω2
γτ

2)
= ... =

CU2
0

2
+
CU2

0

2

Energia premenená na odpore na teplo je teda opä´ rovná energii akumulovanej v kon-
denzátore - tento výsledok (po£ítaný pre tlmený periodický priebeh) je rovnaký pre v²etky
priebehy I(t).

Obdobné výsledky dostaneme aj pre vybíjanie kondenzátora.

4.3 IMPULZNÁ A PRENOSOVÁ CHARAKTERISTIKA
V R-C-L OBVODOCH

Ke¤ºe δ-impulz predstavuje deriváciu jednotkovej skokovej funkcie u(t), rovnaký vz´ah
platí aj pre ich systémové odozvy. Pre v²etky vy²²ie uvedené príklady môºeme preto ná-
sledným derivovaním (pod©a £asu) prechodovej charakteristiky g(t) príslu²ného systému
(obvodu) získa´ jeho impulznú charakretistiku h(t).
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Je prirodzené zvoli´ pre jednotkový skok, resp. δ-impulz na vstupe systému £as t = 0, a
preto (v zmysle princípu kauzality) impulzná odozva h(t) je de�novaná pre t ≥ 0. Pri ur£o-
vaní prenosovej charakteristiky systému H(iω) z impulznej pomocou FT v²ak potrebujeme
ma´ h(t) de�nované pre t ∈ (−∞,∞), pri derivovaní dg(t)dt → h(t) treba preto postupova´
dôsledne, najma v bode t = 0.

4.3.1 RC obvod

Pod©a predchádzajúcej kapitoly

g(t) =
UC(t)

U0
= (1− e−t/τ ) pre t ≥ 0 a g(t) = 0 pre t < 0

£o pomocou skokovej funkcie u(t) moºno vyjadri´ ako

g(t) = u(t)(1− e−t/τ ) t ∈ (−∞,∞)

Jej derivovaním pod©a £asu dostávame

h(t) = δ(t)(1− e−t/τ ) + u(t)
1

τ
e−t/τ t ∈ (−∞,∞)

Jasná fyzikálna (tj. praktická) interpretácia sa pritom týka iba druhého £lena. Prvý £len
je v²ak dôleºitý pre potreby korektnej FT h(t) → H(iω). (Ak v²ak funkcia g(t) v t = 0
rastie z nuly spojite - ako v tomto prípade, opomenutie u(t), a teda aj 1. £lena h(t), nie je
chybou, ako hne¤ uvidíme.)

Prenosovú charakteristiku H(iω) získame z h(t) pomocou FT

H(iω) =

∫ ∞
−∞

δ(t)
(
1− e−t/τ

)
e−iωtdt+

1

τ

∫ ∞
0

e−t/τe−iωtdt

V prvom £lene δ-funkcia "vylúpne" funk£nú hodnotu podintegrálneho výrazu pre t = 0,
£o je 0, a v druhom £lene u(t) "oreºe" dolnú hranicu integrovania. �tandardnou technikou
integrovania dostávame

H(iω) =
1

τ

1
1
τ + iω

=
1

1 + iωτ

Pre modul a fázu H(iω) platí

|H(iω)| = 1√
1+(ωτ)2

ϕ(iω) = arctan(−ωτ)

RC = τ - £asová kon²tanta

pre ω = 1/τ : |H| = K/
√

2 , ϕ = −45° pre ω →∞ : |H| → 0 , ϕ = −90°

Fyzikálna interpretácia týchto výsledkov je nasledovná: Pre pomalé deje (nízke frekvencie)
sa kondenzátor javí ako rozpojený obvod, a teda prenos napätia zo vstupu na výstup
cez rezistor je dokonalý (→ 1). Odpor tieº nevná²a ºiaden fázový posuv (ϕ → 0). Pre
vysoké frekvencie kondenzátor predstavuje skrat výstupného napätia - prenos klesá k nule.
Výstupné napätie na kondenzátore vºdy zaostáva za napájaním.
Zrejmý je aj súvis medzi frekven£nou charakteristikou a vy²²ie skúmanou prechodovou
charakteristikou: Pri prechodovom jave sa výstupné napätie usta©uje len postupne - táto
zotrva£nos´ preferuje prenos pomalých dejov a potlá£a prenos rýchlych dejov.
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4.3.2 RL obvod

Pod©a predchádzajúcej kapitoly

g(t) =
UL(t)

U0
= u(t)e−t/τ t ∈ (−∞,∞)

a
h(t) = δ(t)e−t/τ − u(t)

1

τ
e−t/τ t ∈ (−∞,∞)

Funkcia g(t) má v bode t = 0 nespojitý charakter, opomenutie u(t) by tu znamenalo fatálnu
chybu. Pre H(iω) dostávame

H(iω) =

∫ ∞
−∞

δ(t)e−t/τe−iωtdt− 1

τ

∫ ∞
0

e−t/τe−iωtdt

Prvý £len tentokrát dá
(
e−t/τe−iωt

)
t=0

= 1, a teda

H(iω) = 1− 1

1 + iωτ
=

1

1 + 1
iωτ

|H(iω)| = 1√
1+( 1

ωτ
)2

ϕ(iω) = arctan( 1
ωτ ) L

R = τ - £asová kon²tanta

Frekven£ný charakter prenosu je opa£ný ako v predchádzajúcom prípade: Prenos napätia
je úplný pre vysoké frekvencie a klesá k nule pre nízke frekvencie. Rovnako fázový posuv
je výrazný pri nízkych frekvenciách, je v²ak kladný (výstupné napätie predbieha vstup).
Fyzikálna interpretácia je aj v tomto prípade zrejmá: Cievka sa chová ako skrat pri nízkych
frekvenciách - skratuje teda výstup. Pre vysoké frekvencie sa cievka javí ako rozpojený ob-
vod, a teda prenos napätia zo vstupu na výstup cez rezistor je dokonalý a bez fázového
posuvu. Indukované (výstupné) napätie na cievke vºdy predbieha budenie.
Aj korelácia s prechodovou charakteristikou je zrejmá: Pri prechodovom jave indukované
napätie na cievke vzniká "okamºite" a zaniká postupne - preferovaný je teda prenos rých-
lych dejov.

4.3.3 RLC obvod

Pod©a predchádzajúcej kapitoly je

g(t) =
u(t)UC(t)

U0
=
u(t)

U0C

∫ t

0
I(t′)dt′ = u(t)

ω2
0

2β

∫ t

0
e−t

′/τ
(
eβt
′ − e−βt′

)
dt′

h(t) =
dg(t)

dt
= δ(t)A(t) + u(t)

ω2
0

2β
e−t/τ

(
eβt − e−βt

)
kde (integrovaním per partes)

A(t) =
ω2

0

2β

∫ t

0
e−t

′/τ
(
eβt
′ − e−βt′

)
dt′ = ... =

ω2
0

2β

(
1− e−t/τeβt

1
τ − β

− 1− e−t/τe−βt
1
τ + β

)

Prvý £len FT h(t) → H(iω) "vylúpne" A(0) = 0 (plynulý nábeh UC(t) v t = 0 v precho-
dovej odozve), a

H(iω) =
ω2

0

2β

∫ ∞
0

e−t/τ
(
eβt − e−βt

)
e−iωtdt = ...

... =
ω2

0

2β

(
1

1
τ − β + iω

+
1

1
τ + β + iω

)
=

ω2
0

ω2
0 − ω2 + 2iγω
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kde γ = 1/τ = R/2L a β =
√
γ2 − ω2

0 = iωγ . Pre modul a fázu H(iω) platí

|H(iω)| = ω2
0√

(ω2
0 − ω2)2 + (2γω)2

ϕ = − arctan
2γω

ω2
0 − ω2

ω = 0 : |H| = 1 , ϕ = 0

ω →∞ : |H| → 0 , ϕ→ −180

ω = ω0 : |H| = ω0
2γ , ϕ = −90

max{|H(iω)|} : d|H(iω)|
dω = 0 :

ωmax = ωγ = ω0

√
1− 2

(
γ

ω0

)2

|H(iω)|max =
ω0

2γ

√
1− 2

(
γ
ω0

)2

Prenos tohto systému má teda rezonan£ný charakter v okolí ωγ , ak γ < ω0, tj. ak tlmenie
je malé. Takýto obvod prednostne prepú²´a signály v istom intervale frekvencií. Ak γ > ω0,
systém je pretlmený - nenastáva rezonancia a systém sa chová podobne ako vy²²ie skúmaný
RC obvod.

Systémy, ktoré selektívne prepú²´ajú istú £as´ spektra, kým zvysnú £as´ spektra potla£ujú,
nazývame �ltre. Viac o �ltroch v Dodatku D.

4.4 IMPEDANCIA LINEÁRNYCH PASÍVNYCH PRVKOV
A OBVODOV

4.4.1 Impedancia

Na lineárne pasívne jednobrány (dvojpóly) R,C,L môºeme pouºi´ dvojbránový opis - pri
stotoºnení vstupnej a výstupnej brány - za predpokladu, ºe vstupným signálom je prúd a
výstupným signálom napätie, alebo naopak. V £asovej oblasti majú vz´ahy medzi vstupným
a výstupným signálom tvar

U(t) = RI(t) U(t) =
1

C

∫
I(t)dt U(t) = L

dI(t)

dt

resp.

I(t) = GU(t) =
1

R
U(t) I(t) = C

dU(t)

dt
I(t) =

1

L

∫
U(t)dt

Prechodom od £asovej k frekven£nej analýze (FT) pre fourierovské obrazy vstupného a
výstupného signálu platia vz´ahy

U(ω) = Z(ω)I(ω) resp. I(ω) = Y (ω)U(ω) =
1

Z(ω)
U(ω)

kde Z(ω) - impedancia, resp. Y (ω) - admitancia, sú príslu²né frekven£né (prenosové)
charakteristiky "systému", ktoré pre jednotlivé (ideálne) pasívne prvky majú tvar (v kon-
vencii E)

ZR(ω) =
1

YR(ω)
= R ZC(ω) =

1

YC(ω)
=

1

iωC
ZL(ω) =

1

YL(ω)
= iωL
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(Poznámka: �asové priebehy signálov odli²ujeme od ich fourierovských obrazov typom
písma, napr. U(t)↔ U(ω))

Treba zdôrazni´, ºe vz´ahy typu U(ω) = Z(ω)I(ω) neplatia pre celkové signály U(t), I(t),
ale len pre ich harmonické spektrálne zloºky na príslu²nej frekvencii ω. Len pre £isto
harmonické priebehy signálov (napr. pri harmonickom napájacom prúde I(t) = I0e

iωt

môºeme pre prúd a napätie na R, C a L písa´

U(t) = Z(ω)I(t) UC(t) =
1

C

∫
I(t)dt =

1

iωC
I(t) UL(t) = L

dI(t)

dt
= iωLI(t)

Impedancia (na danej frekvencii) je teda de�novaná ako Z(ω) = U(ω)
I(ω) =

(
U(t)
I(t)

)
ω

Ak je Z(ω) reálne - rezistancia - prúd a napätie sú vo fáze - rezistancia reprezentuje
straty energie.

Ak Z(ω) je rýdzo imaginárne - reaktancia - prúd a napätie sú navzájom fázovo posunuté
o π

2 - nedochádza teda ku stratám energie, reaktancia reprezentuje akumuláciu energie, a
teda zotrva£ný charakter daného prvku.

ZC(ω) = 1
ωC e

−iπ/2 napätie zaostáva za prúdom o π
2

ZL(ω) = ωLeiπ/2 napätie predbieha prúd o π
2

Impedancie lineárnych pasívnych prvkov skladáme (ako odpory) do výslednej impedancie,
napätím a prúdom potom (v ¤al²om texte) rozumieme napätie a prúd na/do výslednej
impedancii - ©ubovo©ne zloºitá impedancia predstavuje lineárny dvojpól.

Vo v²eobecnosti (pre ©ubovo©nú impedanciu) Z = <{Z}+ i={Z}
<{Z} - reprezentuje straty (premena elektrickej energie na teplo)

={Z} - reprezentuje fázový posun medzi prúdom a napätím v dôsledku akumulácie energie

Pre harmonický prúd platí

U(t) = ZI(t) = [<{Z}+ i={Z}]I0e
iωt = I0<{Z} cosωt− I0={Z} sinωt+ [imag. £as´]

Prvá zloºka (reálneho) napätia (∼ cos) je vo fáze s (reálnym) prúdom (I0 cosωt).

Druhá zloºka (reálneho) napätia (∼ sin) je posunutá vo£i (reálnemu) prúdu o π
2 .

Celkové (reálne) napätie je posunuté vo£i (reálnemu) prúdu o uhol ϑ = arctan ={Z}<{Z} .

Na zamyslenie: Fyzikálny význam komplexných veli£ín, komplexné veli£iny pri výpo£te
energie.

Okamºitý výkon je

P(t) = U(t)I(t) = I2
0<{Z} cos2 ωt− I2

0={Z} cosωt sinωt

Prvý £len je vºdy kladný a znamená výkon jednostranne odoberaný zo zdroja do rezistívnej
zá´aºe <{Z}. Druhý £len po£as periódy mení znamienko a znamená vratnú výmenu energie
medzi zdrojom a reaktívnou zá´aºou ={Z}. Stredný výkon za periódu je

〈P〉 =
1

T

∫ T

0
U(t)I(t)dt =

1

T

∫ T

0
I2

0<{Z} cos2 ωtdt︸ ︷︷ ︸−
1

T

∫ T

0
I2

0={Z} cosωt sinωtdt︸ ︷︷ ︸
1
2I

2
0<{Z} 0

〈P〉 ∼ <{Z} - uºito£ný (£inný) výkon

Celková energetická bilancia za periódu na reaktancii ={Z} je teda nulová - jalový výkon.
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Pri prúdovom budení (kon²tantná amplitúda prúdu) je teda reálna £as´ impedancie sys-
tému priamo mierou nevratnej absorpcie energie v systéme, a jej imaginárna £as´ je mierou
vratnej akumulácie energie v systéme. (Toto tvrdenie stráca zmysel ak Z(iω)→∞, ke¤ je
podmienka kon²tantnej amplitúdy prúdu nerealizovate©ná.)
Pri napä´ovom budení (kon²tantná amplitúda napätia) sú mierou absorpcie, resp. akumu-
lácie energie výrazy <{Z}|Z|2 , resp.

={Z}
|Z|2 . (Toto tvrdenie opä´ stráca zmysel ak Z(iω) → 0,

ke¤ je napä´ové napájanie nerealizovate©né.)

Treba pripomenú´, ºe funk£né závislosti <{Z(ω)} a ={Z(ω)} pre impedanciu ©ubovo©ného
systému nie sú navzájom nezávislé, ale sp¨¬ajú Kramersove-Kronigove vz´ahy.

V laplaceovskej reprezentácii hovoríme o opera£nej impedancii pasívnych prvkov

odpor R: u(t) = Ri(t) , U(s) = Z(s)I(s) , Z(s) = U(s)
I(s) = R

cievka L: u(t) = Ldi(t)dt , U(s) = LsI(s)− Li(0) , Z(s) = sL
pre nulovú po£iato£nú akumuláciu energie

kondenzátor C: i(t) = C du(t)
dt , U(s) = 1

sC I(s) + 1
sCCu(0) , Z(s) = 1

sC
pre nulovú po£iato£nú akumuláciu energie

Pri nenulových po£iato£ných podmienkach (nenulovej energii naakumulovanej v reaktív-
nych prvkoch) pribudne teda v sérii k impedancii Z(s) zdroj napätia (ekvivalentný aku-
mulovanej energii) Li(0), resp. u(0)/s.

4.4.2 RC obvod

Z = R+ 1
iωC = R− i

ωC

Pozn.: Uvedený vz´ah pre impedanciu môºeme vníma´ aj ako FT £asovej dif. rovnice

U(t) = RI(t) +
1

C

∫
I(t)dt ↔ U(ω) = RI(ω) +

1

iωC
I(ω) Z(ω) =

U(ω)

I(ω)

Pre impedanciu Z = |Z|eiϕ platí

|Z| =
√
R2 + 1

(ωC)2
tanϕ = −1

ωRC

Fázový posuv ur£uje, ºe napätie zaostáva za prúdom
o ϕ < π

2 .

ω → 0 : Z →∞ ω →∞ : Z → R

Pri napä´ovom budení (�xovaná amplitúda vstupného napätia U0) bude amplitúda prúdu
I0 = U0

|Z| a jej frekven£ná závislos´ bude daná |Z(ω)|.

ω → 0 : I0 → 0 ω →∞ : I0 → U0
R

Straty (za periódu T ) na odpore budú kopírova´ frekven£nú závislos´ prúdu. Maximálna
naakumulovaná energia v kondenzátore bude ma´ opa£nú tendenciu - s rastúcou amplitú-
dou prúdu klesá napätie na kondenzátore (lebo rastie úbytok napätia na odpore).

ω → 0 : ER → 0 EC →
CU2

0
2 =

U2
0

2Rτ

ω →∞ : ER →
U2
0

2RT EC → 0

Znamená to teda, ºe kondenzátor sa pre vysoké frekvencie harmonického napájania chová
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vo£i zdroju ako skrat : Po£as ²tvr´periódy nabíjania/vybíjania sa nestihne nabi´/vybi´ - ne-
ustále do¬ho, resp. z neho, a teda celým obvodom, te£ie ve©ký prúd. Naopak, pri nízkych
frekvenciach napájania sa v rámci kaºdej ²tvr´periódy v krátkom £ase (vo£i ²tvr´perióde)
úplne nabije/vybije a následne prúd obvodom nete£ie - kondenzátor sa chová ako rozpojený
obvod.

4.4.3 RL obvod

Z = R+ iωL

|Z| =
√
R2 + (ωL)2 tanϕ = ωL

R

Napätie predbieha prúd o ϕ < π
2 .

ω → 0 : Z → R ω →∞ : Z →∞

Pri napä´ovom budení bude amplitúda prúdu klesa´ s rastúcou frekvenciou (rastúcou in-
duktanciou).

ω → 0 : I0 → U0
R ω →∞ : I0 → 0

Straty (za periódu T ) na odpore aj maximálna naakumulovaná energia v cievke budú
kopírova´ pokles prúdu s frekvenciou.

ω → 0 : ER →
U2
0

2RT EL →
LU2

0
2R2 =

U2
0

2Rτ

ω →∞ : ER → 0 EL → 0

Cievka sa teda pre nízke frekvencie chová ako skrat, a pre vysoké frekcencie ako rozpojený
obvod.

4.4.4 RLC obvod

Z = R+ i
(
ωL− 1

ωC

)
= R+ iωL

(
1− ω2

0
ω2

)

|Z| =
√
R2 +

(
ωL− 1

ωC

)2
=

√
R2 + (ωL)2

(
1− ω2

0
ω2

)2

tanϕ =
ωL− 1

ωC
R =

1−
ω20
ω2

ωRC

ω < ω0 : kapacitný charakter (napätie zaostáva za prúdom)

ω > ω0 : induktívný charakter (napätie predbieha prúd)

ω = ω0 : rezonancia (napätie vo fáze s prúdom)

Napätie na kondenzátore, resp. cievke pritom vºdy zaostáva, resp. predbieha prúd o π
2 , UC

a UL sú pritom navzájom v protifáze. V rezonancii platí UC = −UL (mimo rezonancie to
neplatí).

�asové priebehy budiaceho napätia, prúdu a napätí na jednotlivých prvkoch obvodu sú:
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U(t) = U0e
iωt → U0 cosωt

I(t) = U(t)
Z = U0eiωt

|Z|eiϕ = U0
|Z|e

i(ωt−ϕ) → U0
|Z| cos(ωt− ϕ)

UR(t) = RI(t) = R U0
|Z|e

i(ωt−ϕ) → R U0
|Z| cos(ωt− ϕ)

UC(t) = 1
C

∫
I(t)dt = U0

ωC|Z|e
i(ωt−ϕ−π/2) → 1

ωC
U0
|Z| sin(ωt− ϕ)

UL(t) = LdI(t)
dt = ωLU0

|Z| e
i(ωt−ϕ+π/2) → −ωL U0

|Z| sin(ωt− ϕ)

Energia akumulovaná, resp. rozptýlená v danom prvku i = C,L,R za daný £as t je
Ei(t) =

∫ t
0 I(t′)Ui(t′)dt′ , pri výpo£te energie v²ak treba prejs´ k reálnym veli£inám.

Je zrejmé, ºe EC,L(T ) = 0 aj EC,L(T2 ) = 0 - za kaºdú polperiódu T
2 sa energia cyklicky

dodá zo zdroja do C,L aj vráti zdroju.

Maximálna akumulovaná energia v C,L je
(∫ T/4

0 dt
)
:

ECmax =
U2
0

ω2C|Z|2 ELmax =
LU2

0
|Z|2

Celková energia jednostranne dodaná za periódu zdrojom do obvodu a rozptýlená na odpore
je
(∫ T

0 dt
)
:

Emax =
πU2

0
ω|Z| cosϕ =

πRU2
0

ω|Z|2 ER =
πRU2

0
ω|Z|2 = Emax

( pre komplexné £. a = |a|eiϕ platí tanϕ = ={a}
<{a} , cosϕ = <{a}

|a| , sinϕ = ={a}
|a| )

Z uvedených výsledkov vidno, ºe frekven£ná závislos´ prúdu
a napätí na jednotlivých prvkoch, ako aj akumulovanej a
rozpty©ovanej energie majú jasne rezonan£ný charakter
(∼ |Z(ω)−1|, resp. ∼ |Z(ω)−2|).
Pre pochopenie energetickej výmeny v obvode je vhodnej²ie
po£íta´ okamºité výkony na jednotlivých prvkoch (Ui(t)I(t),
i = C,L,R) a výkon dodávaný zdrojom (U(t)I(t)). Pre tieto
výpo£ty je vhodné posunú´ fázu o ϕ :
I(t) = U0

|Z| cosωt , U(t) = U0 cos(ωt+ ϕ)

UR(t)I(t) = R
U2
0
|Z|2 cos2 ωt

UC(t)I(t) = 1
ωC

U2
0
|Z|2 cosωt sinωt

UL(t)I(t) = (−ωL)
U2
0
|Z|2 cosωt sinωt

 [UC(t)+UL(t)]I(t) = −
(
ωL− 1

ωC

)
U2
0
|Z|2 cosωt sinωt

U(t)I(t) = |Z| U
2
0
|Z|2

{
cos2 ωt

︷ ︸︸ ︷
cosϕ− cosωt sinωt

︷ ︸︸ ︷
sinϕ

}
=

=
U2
0
|Z|2

{
Rcos2 ωt−

(
ωL− 1

ωC

)
cosωt sinωt

}
Jalová zloºka výkonu zdroja teda presne odpovedá výkonu na akumula£ných prvkoch, a
£inná zloºka výkonu zdroja sa celá rozpty©uje na odpore.

Stojí za zmienku, ºe hoci má energia akumulovaná v kapacite aj induk£nosti ostré maximum
pri ω → ω0 = 1/

√
LC, jalový výkon zdroja práve vtedy klesá k nule (impedancia je £isto

reálna) - energia akumulovaná v obvode je maximálna ale nevymie¬a sa cyklicky medzi
obvodom a zdrojom, len medzi akumula£nými prvkami v obvode - v²etok výkon dodaný
zdrojom v rezonancii sa rozptýli na odpore.
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4.5 UR�ENIE PRENOSOVÝCH CHARAKTERISTÍK PRO-
STREDNÍCTVOM IMPEDANCIÍ A SPÄTNÉ UR�E-
NIE IMPULZNÝCH CHARAKTERISTÍK

�asto je jednoduch²ie vyjadri´ frekven£né charakteristiky R − C − L obvodov priamo
pomocou impedancii jeho jednotlivých prvkov alebo £astí. Vy²²ie skúmané dvojbrány RC,
RL, RLC predstavujú napä´ové deli£e s napä´ovým prenosom (na danej frekvencii)

H(iω) =
Uout(ω)

Uin(ω)
=

Z2I(ω)

(Z1 + Z2)I(ω)
=

Z2

(Z1 + Z2)

kde napr. pre RC obvod Z1 = R a Z2 = 1
iωC , a pod.

Následnou spätnou FT môºeme ur£i´ impulzné charakteristiky. Pri tejto spätnej FT je
výhodné pouºi´ vety z komplexnej analýzy, uvedené v Dodatku E.

4.5.1 RC obvod

H(iω) =
1
iωC

R+ 1
iωC

=
1

1 + iωRC
=

1

1 + iωτ

Spätnou FT dostávame

h(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

eiωt

1 + iωτ
dω =

1

2πiτ

∫ ∞
−∞

eiωt

ω − i
τ

dω

Prechodom ku komplexnej frekvencii ω = ω1 + iω2 dostávame eiωt = eiω1te−ω2t → 0 pre
ω2 →∞ (|eiω1t| = 1), a teda integrál cez celú reálnu os ω môºeme "beztrestne" doplni´ o
nulový príspevok po kladne orientovanej (proti smeru hodinových ru£i£iek) polkruºnici od
ω1 =∞ do ω1 = −∞ cez ω2 =∞. Tým jednoducho obopneme celú hornú komplexnú pol-
rovinu ω, a na výpo£et takéhoto integrálu pouºijeme vetu o reziduách. V hornej polrovine
sa nachádza jeden pól podintegrálnej funkcie ω = i/τ . Reziduum podintegrálnej funkcie v
tomto bode je

(
eiωt

)
ω→i/τ = e−t/τ , a

h(t) =
1

2πiτ

∮
eiωt

ω − i
τ

dω =
1

τ
e−t/τ

4.5.2 RL obvod

H(iω) =
iωL

R+ iωL
=

1

1 + R
iωL

=
1

1 + 1
iωτ

h(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

eiωt

1 + 1
iωτ

dω =
1

2π

∫ ∞
−∞

ω

ω − i
τ

eiωtdω

Ke¤ºe ωeiω2t → 0 pre ω →∞, môºeme pouºi´ rovnaký postup, a

h(t) = ... =
−1

τ
e−t/τ
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4.5.3 RLC obvod

H(iω) =
1
iωC

R+ iωL+ 1
iωC

=
1
LC

1
LC − ω2 + iRLω

=

=
ω2

0

ω2
0 − ω2 + i2γω

h(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

ω2
0e
iωt

ω2
0 − ω2 + i2γω

dω =
−ω2

0

2π

∫ ∞
−∞

eiωt

(ω − ωγ − iγ)(ω + ωγ − iγ)
dω

Ak ωγ =
√
ω2

0 − γ2 je reálne, prenosová funkcia má dva jednoduché póly ±ωγ + iγ v hornej
komplexnej polrovine.
Ak ωγ je imaginárne, ωγ = −iβ (γ > β =

√
γ2 − ω2

0), póly ∓iβ + iγ opä´ leºia v hornej
polrovine.
Pod©a vety o reziduách

h(t) = ... = −iω2
0


(

eiωt

ω − ωγ − iγ

)
ω→−ωγ+iγ

+

(
eiωt

ω + ωγ − iγ

)
ω→ωγ+iγ

 =

... =
ω2

0

2β
e−γt

(
eβt − e−βt

)
resp.

ω2
0

ωγ
e−γt sinωγt

4.6 LINEÁRNE AKTÍVNE DVOJPÓLY

Pojmom aktívny dvojpól ozna£ujeme zdroje napätia (NZ) alebo prúdu (PZ), ktoré odo-
beráme (pripájame do zá´aºe) dvojicou výstupných svoriek. Za ideálne povaºujeme zdroje,
ktorých výstupná veli£ina (napätie/prúd) nezávisia na ve©kosti zá´aºe.

Vnútorná kon²trukcia reálnych zdrojov spôsobuje, ºe pri
ich za´aºení sa £as´ výkonu zdroja spotrebuje v samot-
nom zdroji. Zástupným pojmom pre tento disipatívny prvok
zdroja je jeho vnútorný odpor. �ubovo©ný reálny NZ/PZ
môºeme modelova´ náhradnou schémou ideálneho NZ/PZ s
vnútorným odporom Ri zapojeným v sérii/paralelne.

Dôsledkom je niº²ia hodnota napätia na výstupných svorkách - svorkového napätia U
- oproti vnútornému (elektromotorickému) napätiu NZ Ui, resp. niº²ia hodnota prúdu do
zá´aºe I oproti vnútornému prúdu PZ Ii.

V prípade NZ platí Ui = (Ri +R)I = RiI +U U = Ui −RiI
(Pre ideálny NZ Ri → 0 a U = Ui.)

V prípade PZ platí Ii = U
Ri

+I I = Ii − U
Ri

(Pre ideálny PZ Ri →∞ a I = Ii.)

Závislos´ výstupného prúdu do zá´aºe od svorkového napätia (pri meniacej sa zá´aºi R) na-
zývame za´aºovacou charakteristikou zdroja. Ak je táto závislos´ lineárna, povaºujeme
zdroj (aktívny dvojpól) za lineárny (LAD).
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Za´aºovacia charakteristika LAD:

Ik - skratový prúd (R = 0)

U0 - napätie naprázdno (R =∞)

Sú to idealizované parametre - nedajú sa zmera´, extrapolujú
sa zo za´aºovacej charakteristiky.

I ′

Ik
=

U

U0
I = Ik − I ′ = Ik

(
1− U

U0

)
naprázdno I = 0 U = U0 = IiRi nakrátko I = Ik = Ii

�ubovo©ný LAD teda môºeme ekvivalentne modelova´ reálnym NZ alebo PZ s tým istým
vnútorným odporom Ri zapojeným v sérii/paralelne (pod©a uvedenej schémy) - Theve-
ninova, resp. Nortonova teoréma. Zdroje s vlastnos´ami blízkymi ideálnym nazývame
tvrdými zdrojmi, opakom sú mäkké zdroje.
Pri nedostato£ne tvrdých zdrojoch vzniká problém výkonového prispôsobenia: Výkon
NZ odovzdaný do zá´aºe je

P = UI =
U2

R
=

(
Ui

R

R+Ri

)2

· 1

R
= U2

i

R

(R+Ri)2

Poºiadavka maximálneho odovzdaného výkonu ( ∂P
∂R=0) vedie na R = Ri a Pmax =

U2
i

4Ri
.

(Rovnaký výkon ako na zá´aºi R sa v tomto prípade spotrebuje v zdroji - "na Ri".) Táto
hodnota je v²ak len 25% teoretickej hodnoty pre ideálny NZ.
Rovnaká úvaha platí pre PZ.

Z h©adiska striedavých signálov má zá´aº vo v²eobecnosti rezistívny aj reaktívny charakter,
a to isté platí aj o vnútornom odpore

R→ Z = R+ iX Ri → Zi = Ri + iXi

V takomto prípade hovoríme o impedan£nom prispôsobení:

P = <{UI∗} = <
{
Ui

Z

Z + Zi

(
Ui

Z + Zi

)∗}
= ... = U2

i

Ri
(R+Ri)2 + (X +Xi)2

Maximalizácia tohto výrazu vedie na poºiadavky

X +Xi → 0 R→ Ri

£o znamená

<{Z} = <{Zi} , ={Z} = −={Zi} tj. Z = Z∗i

Prispôsobená zá´aº je teda komplexne zdruºená k výstupnej (tj. vnútornej) impedancii
zdroja.

Pr.1:
Vnútorná impedancia zdroja má okrem rezistívnej aj (malú) induktívnu zloºku. H©adáme
prispôsobenú zá´aº.

Zi = Ri + iωLi Z = R+ iX = Z∗i tj. R = Ri iX = −iωLi

Druhej poºiadavke vyhovuje kapacitná zloºka zá´aºe v sérii s jej rezistívnou zloºkou

iX =
1

iωC
=
ωLi
i

a teda C =
1

ω2Li
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Je zrejmé, ºe podmienka prispôsobenia je splnená pre jedinú
frekvenciu ω = 1√

LiC
- hodnotu C vyberáme teda pre frek-

venciu zdroja (resp. majoritnú frekvenciu v jeho spektre z
h©adiska výkonu).

Je to rezonan£ná frekvencia vytvoreného RLC obvodu, pri ktorej je jeho impedancia £isto
reálna. Reaktívnu zloºku vnútornej impedancie zdroja moºno teda eliminova´ len tak, ºe
ju dostaneme do rezonancie s reaktívnou zloºkou zá´aºe - z poh©adu zdroja sa vtedy obe
zloºky "stratia".

Pr.2:
Prispôsobenie danej komplexnej zá´aºe Z = R + iX k zdroju s danou vnútornou impe-
danciou Zi = Ri + iXi. Rie²ením je vloºi´ medzi zdroj a zá´aº prispôsobovací obvod (PO),
ktorého vstupná impedancia s pripojenou zá´aºou je Z1 = Z∗i , a ktorého výstupná impedan-
cia s pripojeným zdrojom je Z2 = Z∗. Vstupnou impedanciou obvodu (²tvorpólu) je pomer
napätia a prúdu na jeho vstupných svorkách, teda zá´aº, ktorú "cíti" zdroj signálu do
tohto obvodu. Výstupnou impedanciou obvodu je pomer napätia a prúdu na jeho výstup-
ných svorkách, teda vnútorná impedancia tohto obvodu ako zdroja signálu do (pripojenej)
zá´aºe. Treba v²ak ma´ na pamäti, ºe v systémoch, ktoré svojou vnútornou stavbou zais-
´ujú obojsmerný prenos výkonu medzi vstupom a výstupom, je vstupná impedancia daná
nielen samotným systémom ale aj zá´aºou na jeho výstupe, a to isté platí aj o jeho vý-
stupnej impedancii.)

Z poh©adu zdroja "v²etko £o leºí napravo" od jeho vý-
stupných svoriek je zá´aº. Z poh©adu zá´aºe "v²etko
£o leºí na©avo" od jeho vstupných svoriek je zdroj (tj.
náhradný zdroj v zmysle Theveninovej/Nortonovej te-
orémy).

Za podmienok obojstranného impedan£ného prispôsobenia celý výkon odobraný zdroju P1

nevratne vnikne do PO, a celý výkon vystupujúci z PO P2 nevratne vnikne (a pohltí sa)
v zá´aºi. Aby v²ak P1 = P2, musí by´ PO bezstratový a teda kon²truovaný výlu£ne z
reaktívnych prvkov.

V systémoch so sústredenými parametrami je ²tan-
dardným rie²ením PO v tvare L v alternatívnom pre-
vedení pod©a obrázkov. V prvom zapojení je pod-
mienkou prispôsobenia zdroja a "zá´aºe" (v²etko na-
pravo od zdroja)

iX1 + (iX2 ‖ Z) = Z∗i

a v druhom zapojení

iX1 ‖ (iX2 + Z) = Z∗i
V oboch prípadoch dostávame rie²ením sústavy dvoch rovníc (pre reálnu a imaginárnu
£as´) príslu²né správne hodnoty reaktancií X1, X2.

Uvedeným postupom sa prispôsobuje zdroj ku zvy²ku
obvodu, tj. k PO s pripojenou zá´aºou Z, £ím je
sú£asne prispôsobená samotná zá´aº k výstupu PO.
Podmienka prispôsobenia je splnená v kaºdom reze
obvodu. (Presved£te sa!)
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5. NÁHODNÉ PROCESY

5.1 MATEMATICKÁ REPREZENTÁCIA NÁHODNÉHO
SIGNÁLU

Matematickou reprezentáciou náhodného signálu je náhodná závislá premenná - veli£ina
nadobúdajúca náhodné (vopred nepredpovedate©né) hodnoty (v texte uvaºujeme zvä£²a
veli£inu závislú na £ase). Náhodný signál je produktom náhodného procesu (NP). Vý-
sledok kaºdého NP je náhodný - hovoríme o konkrétnej realizácii NP x(t) - pri kaºdej
nasledujúcej realizácii toho istého procesu bude (alebo môºe by´) výsledok x(t) odli²ný.

Pri opakujúcom sa NP je výpovedná hodnota jeho jednotlivej realizácie (spravidla) zaned-
bate©ná (je vecou "náhody"), má v²ak zmysel vyhodnocova´ NP ²tatistickými metódami.
Moºnou reprezentáciou NP je ²tatistický súbor jeho realizácií (napr. xi(t) je i-tá z N rea-
lizácií).

5.1.1 Pravdepodobnos´ a hustota pravdepodobnosti

Pre �xovanú hodnotu nezávislej premennej (napr. £asu) má zmysel ur£ova´ pravdepodob-
nos´ realizovania konkrétnej hodnoty NP. Ak NP x(t) nadobúda pre t = t0 len diskrétne
hodnoty xk, k = 1, ...K, a z celkového po£tu N realizáci pripadá nk realizácií na výsledok
X = xk, potom pravdepodobnos´ výsledku X = xk je

P(xk(t0)) =
nk
N

0 ≤ P(xk) ≤ 1
K∑
k=1

P(xk) = 1

Pre spojitú mnoºinu hodnôt NP má zmysel zavies´ hustotu pravdepodobnosti p(x) ≥ 0
výsledku v danom in�nitezimálnom intervale

p(x, t0)dx = P(x ≤ X ≤ x+ dx) P(a ≤ X ≤ b) =

∫ b

a
p(x)dx

∫ ∞
−∞

p(x)dx = 1

Hustotu pravdepodobnosti môºeme zavies´ aj pre diskrétne x

p(x, t0) =
K∑
k=1

P(xk)δ(x− xk)

Treba si uvedomi´, ºe skuto£ná pravdepodobnos´ výsledku X = xk je daná vz´ahom

P(xk(t0)) = lim
N→∞

nk
N

a výraz P(xk) = nk
N pre reálny (tj. kone£ný) po£et realizácií je len súborovým odhadom

pravdepodobnosti.
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Na opis rozdelenia pravdepodobnosti, resp. hustoty pravdepodobnosti na mnoºine hodnôt
NP de�nujeme distribu£nú funkciu F (x) - pravdepodobnos´, ºe výsledok X ≤ x

F (x) = P(X ≤ x) F (−∞) = 0 , F (∞) = 1 p(x) =
dF (x)

dx

5.1.2 Stredné hodnoty a momenty náhodných signálov

V danom £asovom okamihu t0 moºno ur£i´ strednú hodnotu NP x(t)|t=t0 ur£enú zo
súboru N realizácií

x =
K∑
k=1

xkP(xk) =
1

N

K∑
k=1

xknk =
1

N

N∑
i=1

xi resp. x =

∫ ∞
−∞

xp(x)dx

Podobne stredná kvadratická hodnota, ktorá je mierou výkonu signálu, je pre diskrétny,
resp. spojitý signál daná výrazom

x2 =
K∑
k=1

x2
kP(xk) = ... =

1

N

N∑
i=1

x2
i resp. x2 =

∫ ∞
−∞

x2p(x)dx

Pri kone£nom po£te realizácií N sú P(xk) aj p(x) len súborovými odhadmi, a to isté platí
aj pre x a x2.

NP je stacionárny (v uº²om zmysle slova), ak sa tieto a aj ¤al²ie jeho ²tatistické
charakteristiky nemenia v £ase (sú rovnaké pre v²etky t0).

Treba si uvedomi´ rozdiel medzi takouto strednou hodnotou a strednou hodnotou jednej
realizácie NP cez £as

1

L

L∑
l=1

x(tl) resp.
1

T

∫ T

0
x(t)dt

£o je zase len odhadom skuto£nej strednej hodnoty

lim
L→∞

1

L

L∑
l=1

x(tl) resp. lim
T→∞

1

T

∫ T

0
x(t)dt

Rovnako moºno ur£i´ strednú kvadratickú hodnotu jednej realizácie cez £as

1

L

L∑
l=1

x2(tl) resp.
1

T

∫ T

0
x2(t)dt

NP je ergodický, ak stredná aj stredná kvadratická hodnota cez súbor realizácií sa rovnajú
strednej, resp. strednej kvadratickej hodnote jednej realizácie cez £as.
Dá sa ukáza´, ºe ergodický signál je vºdy stacionárny, opa£né tvrdenie v²ak neplatí.
V ¤al²om texte sa zaoberáme výlu£ne ergodickými signálmi

Pre £asovú strednú hodnotu diskrétneho (ergodického) signálu x(t) so zadanými hodnotami
xl len v diskrétnych £asových okamihoch tl teda platí

µ =

(
lim
L→∞

)
1

L

L∑
l=1

x(tl) =
K∑
k=1

xkP(xk) =
1

N

N∑
i=1

xi
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a stredná hodnota spojitého signálu x(t) je daná výrazom

µ =

(
lim
T→∞

)
1

T

∫ T

0
x(t)dt =

∫ ∞
−∞

xp(x)dx

Pri NP konkrétny tvar x(t) nevieme vyjadri´, a nevieme teda ráta´ jeho £asové integrály
- je preto výhodou ergodických NP, ºe £asové integrály vieme nahradi´ integrálmi, resp.
sumami cez súbor realizácií.

�al²ím z praktického h©adiska zaujímavým ²tatistickým parametrom, ur£ujúcim výkon
striedavej zloºky signálu, je variancia daná vz´ahom

σ2 = (x− µ)2 = lim
T→∞

1

T

∫ T

0
[x(t)− µ]2dt =

= lim
T→∞

1

T

∫ T

0
x(t)2dt− 2µ lim

T→∞

1

T

∫ T

0
x(t)dt+ lim

T→∞

1

T

∫ T

0
µ2dt =

= x2 − 2µ2 + µ2 = x2 − µ2

Platí tieº

σ2 = lim
T→∞

1

T

∫ T

0
[x(t)− µ]2dt =

∫ ∞
−∞

[x− µ]2p(x)dx

Pre stacionárny proces ani σ2 nie je funkciou £asu.

Kvôli formálnemu zjednodu²eniu sa £asto de�nuje tzv. operátor o£akávania, reprezentu-
júci strednú hodnotu (cez súbor realizácií) príslu²nej funkcie signálu x(t)

E{f(x)} =

∫ ∞
−∞

f(x)p(x)dx resp. E{f(x)} =
K∑
k

f(xk)P(xk)

Pre f(x) = x je E{x} = µ , podobne E{x2} = x2 a E{[x− µ]2} = σ2

Pozn.:
Hodnota o£akávania vôbec nemusí by´ najpravdepodobnej²ou alebo typickou hodnotou
náhodnej premennej (dokonca nemusí by´ ani realizovate©nou hodnotou), ide o ²tatisticky
ustrednenú charakteristiku NP cez dostato£ne dlhý £as a/alebo dostato£ne ve©ký po£et
realizácií NP.

O£akávania typu

E{xk} =

∫ ∞
−∞

xkp(x)dx

sa nazývajú k-tými momentami náhodnej premennej x.

O£akávania typu

E{[x− µ]k} =

∫ ∞
−∞

[x− µ]kp(x)dx

sa nazývajú k-tými centrovanými (centrálnymi) momentami náhodnej premennej x.
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5.1.3 Viacrozmerné pravdepodobnosti a momenty

Pre pravdepodobnos´ sú£asnej realizácie hodnôt X, Y dvoch ²tatisticky nezávislých ná-
hodných premenných x, y platí

P(X,Y ) = P(X)P(Y )

Pre dvojrozmernú hustotu pravdepodobnosti (sú£asnú realizáciu x z dx-intervalu okolo X
a y z dy-intervalu okolo Y ) platí

p(x, y)dxdy = P(x < X ≤ x+ dx, y < Y ≤ y + dy)

Pre distribu£nú funkciu dvoch náhodných premenných platí

F (x, y) = P(X ≤ x, Y ≤ y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
p(η, ζ)dηdζ

Dvojrozmerný operátor o£akávania je daný vz´ahom

E{f(x, y)} =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(x, y)p(x, y)dxdy

pre spojitú funkciu, resp.

E{f(x, y)} =
∑
j

∑
k

f(xj , yk)P(xj , yk)

pre diskrétnu funkciu.

Stredná hodnota (1. moment) jednej premennej x, resp. y pre dvojrozmernú hustotu prav-
depodobnosti p(x, y) je

µx =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

xp(x, y)dxdy µy =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

yp(x, y)dxdy

Variancia (2. centrovaný moment) jednej premennej x, resp. y pre dvojrozmernú hustotu
pravdepodobnosti p(x, y) je

σ2
x =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

(x− µx)2p(x, y)dxdy σ2
y =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

(y − µy)2p(x, y)dxdy

Zmie²aný 2. moment - korelácia je

kxy = E{xy} =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

xyp(x, y)dxdy

Dve náhodné premenné sú nekorelované ak sú NP ²tatisticky nezávislé (p(x, y) = p(x)p(y)),
vtedy

E{xy} = E{x}E{y} kxy = µxµy

Zmie²aný 2. centrovaný moment - kovariancia je

σ2
xy = E{(x− µx)(y − µy)} =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

(x− µx)(y − µy)p(x, y)dxdy =

= ... = kxy − µxµy − µxµy + µxµy = kxy − µxµy
Pre ²tatisticky nezávislé procesy x(t), y(t) platí

σ2
xy =

∫ ∞
−∞

(x− µx)p(x)dx

∫ ∞
−∞

(y − µy)p(y)dy = 0

�tatisticky nezávislé NP sú nekorelované (naopak to nemusí plati´).
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5.1.4 Výkon a energia signálu

Pre periodické (deterministické) signály pod pojmom výkon signálu rozumieme strednú
hodnotu okamºitého výkonu cez periódu signálu. Pre neperiodické signály, a teda aj NP,
hodnota stredného výkonu závisí od £asového intervalu stredovania.
Pre signály kone£nej d¨ºky trvania (a ohrani£enej amplitúdy) má zmysel hovori´ o energii
signálu (£asový integrál okamºitého výkonu konverguje)

E =

∫ ∞
−∞

[x(t)]2dt =
1

2π

∫ ∞
−∞

[X(ω)]2dω

kde X(ω) je FT signálu x(t), a [X(ω)]2 je spektrálnou hustotou energie signálu (rovnica
je integrálnou formou Parsevalovej teorémy).

Ak signály sp¨¬ajú podmienku konvergencie uvedeného integrálu (kone£ná energia), nazý-
vajú sa energetickými signálmi, v opa£nom prípade hovoríme o výkonových signá-
loch, pre ktoré de�nujeme stredný výkon

P = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
x2(t)dt

Do tejto skupiny patria aj náhodné signály.

Pre jednotlivé realizácie NP sa v²ak hodnoty tohto integrálu lí²ia, ur£enie hodnoty repre-
zentatívnej pre celý NP preto vyºaduje ur£ité ¤al²ie stredovanie.

5.1.5 Korela£né a kovaria£né funkcie

Z teórie deterministických signálov vieme, ºe energetické spektrá (spektrálne hustoty e-
nergie) sú FT korela£ných funkcií. Problém divergencie energetického integrálu náhodných
signálov vedie k pouºívaniu koncepcie výkonového signálu, a korela£né funkcie sú v tomto
prípade de�nované nasledovne:

• Autokorela£ná funkcia Kxx(t1, t2) = E{x(t1)x(t2)} - korelácia hodnôt jedného NP v
dvoch rôznych okamihoch t1, t2 (tu vyuºívame ergodickos´ - operátor o£akávania vyjadru-
jeme ako £asovú strednú hodnotu).

Ak sú splnené podmienky

µx 6= µx(t) σ2
x 6= σ2

x(t) Kxx(t1, t2) = Kxx(τ) kde τ = t1 − t2

proces x(t) ozna£ujeme za stacionárny v ²ir²om zmysle slova (niº²ie uvaºujeme len
takéto procesy).

Kxx(τ) = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
x(t− τ)x(t)dt pre spojitý NP

Kxx(τ) = lim
N→∞

1

2N

N∑
n=−N

x(tn − τ)x(tn) pre diskrétny NP

- Pre τ = 0 odpovedá Kxx(0) strednej kvadratickej hodnote

- Kxx(−τ) = Kxx(τ) - párna funkcia
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- Ak NP obsahuje periodickú zloºku s frekvenciou ω, jeho Kxx tieº obsahuje periodickú
zloºku s tou istou frekvenciou

- Ak Kxx nie je periodická, má maximum pri τ → 0, pri£om Kxx(τ) → 0 pre τ → ∞ (£o
je vlastnos´ deterministických signálov) len ak má NP nulovú strednú hodnotu (napr. ²umy)

• Vzájomná korela£ná funkcia Kxy(t1, t2) = E{x(t1)y(t2)} - korelácia hodnôt dvoch
rôznych NP v dvoch rôznych okamihoch.

Ak x(t) a y(t) sú stacionárne aKxy(t1, t2) = Kxy(τ), hovoríme o stacionárne zviazaných
NP

Kxy(τ) = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
x(t− τ)y(t)dt pre spojité NP

Kxy(τ) = lim
N→∞

1

2N

N∑
n=−N

x(tn − τ)y(tn) pre diskrétne NP

Ak procesy x(t), y(t) sú ²tatisticky nezávislé (ortogonálne, p(x, y) = p(x)p(y)), potom
Kxy = 0.

- Vo v²eobecnosti Kxy nemusí by´ párna, a nemusí ma´ maximum pri τ → 0

- Kxy(−τ) = Kyx(τ)

- Ak x(t) a y(t) majú periodickú zloºku rovnakej frekvencie, potom sa objaví aj v Kxy(τ)

Pre sú£et dvoch NP platí z(t) = x(t) + y(t)

Kzz(τ) = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
z(t)z(t− τ)dt = ... = Kxx(τ) +Kyy(τ) +Kxy(τ) +Kyx(τ)

tj. autokorela£ná funkcia sú£tu NP závisí od vzájomných korela£ných funkcií.
Ak x, y nie sú korelované Kzz(τ) = Kxx(τ) +Kyy(τ)

Ak napr. x(t) je periodický signál na frekvencii ω "utopený" v ²ume y(t), v tom prípade
x(t) a y(t) sú ur£ite nekorelované, pri£om pre dostato£ne dlhý £as (τ →∞) je Kyy(τ)→ 0
(toto pre ²umy platí lebo ich µ = 0), a Kzz(τ) = Kxx(τ) - obsahuje periodickú zloºku s ω
(detekcia ve©mi slabých signálov).

• Autokovaria£ná funkcia Rxx(t1, t2) = E{[x(t1)− µx][x(t2)− µx]}

Rxx(τ) = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
[x(t− τ)− µx][x(t)− µx]dt pre spojitý NP

Rxx(τ) = lim
N→∞

1

2N

N∑
n=−N

[x(tn − τ)− µx][x(tn)− µx] pre diskrétny NP

• Vzájomná kovaria£ná funkcia Rxy(t1, t2) = E{[x(t1)− µx][y(t2)− µy]}

Pre nekorelované procesy Rxy(t1, t2) = 0.

Pre stacionárne zviazané NP Rxy(t1, t2) a Ryx(t1, t2) závisia len od τ = t1 − t2, a platí
Rxy(τ) = Ryx(−τ).

Rxy(τ) = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
[x(t− τ)− µx][y(t)− µy]dt pre spojité NP
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Rxy(τ) = lim
N→∞

1

2N

N∑
n=−N

[x(tn − τ)− µx][y(tn)− µy] pre diskrétne NP

Pozn.:
V literatúre sa môºeme stretnú´ s rôznymi de�níciami pojmov korelácia a kovariancia,
a samotné pojmy sa £asto zamie¬ajú. �astou je napr. de�nícia autokorela£nej funkcie
(stacionárneho NP) v tvare

E{x(t)− µ}E{x(t− τ)− µ}
σ2
xx

a nadobúda hodnoty z intervalu 〈−1, 1〉 - takáto de�nícia je výhodná, lebo poskytuje bez-
rozmernú a normovanú mieru ²tatistickej závislosti NP.

Metóda korela£ných funkcií sa v experimentálnej fyzike vyuºíva napr. na h©adanie slabých
a za²umených periodických signálov (napr. kozmické zdroje), meranie koherentnosti elek-
tromagnetických v¨n, meranie trvania ve©mi krátkych impulzov (lasery), na porovnávanie
£iarových spektier (spektroskopia), a pod.

5.1.6 Spektrálna analýza náhodných signálov

Prechod z £asovej do frekven£nej oblasti sa realizuje pomocou fourierovských transformácií
(FT)

x(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

X(ω)eiωtdω X(ω) =

∫ ∞
−∞

x(t)e−iωtdt

kdeX(ω) je spektrálna hustota (amplitúdy) signálu. Treba pripomenú´, ºe daná spektrálna
hustota sa viaºe na konkrétnu realizáciu NP.

Predpokladajme stacionárny NP x(t), pre ktorého strednú hodnotu cez súbor realizácií
µx = 0, a teda

µx = x(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

X(ω)eiωtdω = 0

£o je splnené pre v²etky t len ak
X(ω) = 0

�tatistické o£akávanie (stredná hodnota cez súbor realizácií) spektrálnej hustoty NP je
teda 0 pre v²etky frekvencie.

Reálnemu NP odpovedá reálne x(t), a teda

x(t) = x∗(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

X∗(ω)e−iωtdω

Autokorela£ná funkcia takéhoto procesu (závisí len od τ) je potom

K(τ) = x(t)x(t+ τ) = x∗(t)x(t+ τ) =
1

(2π)2

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

X∗(ω)X(ω′)e−iωteiω
′(t+τ)dωdω′ =

=
1

(2π)2

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

X∗(ω)X(ω′)ei(ω
′−ω)tdω′︸ ︷︷ ︸ eiωτdω
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Ke¤ºe autokorela£ná funkcia takéhoto procesu nesmie závisie´ od t (len od τ), musí plati´

X∗(ω)X(ω′) ∼ δ(ω′ − ω) (inak £len ei(ω
′−ω)t nevypadne)

Výraz má význam autokorela£nej funkcie spektrálnej hustoty, a teda hodnoty spektrálnej
hustoty pre dve rôzne frekvencie nie sú korelované (tzv. δ-korelácia).

Ke¤ºe X∗(ω)X(ω′) má rozmer spektrálnej hustoty energie (a δ(ω′ − ω) má rozmer 1/ω),
môºeme poloºi´ X∗(ω)X(ω′) = 2πSxx(ω)δ(ω′ − ω), kde Sxx(ω) je spektrálna hustota
výkonu (pre výkonové náhodné procesy nahrádzame energetické spektrum výkonovým
spektrom).

Vz´ah medzi výkonovým spektrom Sxx(ω) náhodného signálu x(t) a jeho autokorela£nou
funkciou je teda daný vz´ahmi

Sxx(ω) =

∫ ∞
−∞

Kxx(τ)e−iωτdτ (FT) Kxx(τ) =
1

2π

∫ ∞
−∞

Sxx(ω)eiωτdω

£o je tzv. Wienerova-Chin£inova teoréma

Pre τ = 0 je

Kxx(0) =
1

2π

∫ ∞
−∞

Sxx(ω)dω =

∫ ∞
−∞

Sxx(ν)dν

kde ν = ω/2π je frekvencia v Hz, a teda Kxx(0) predstavuje celkový výkon (v celom
spektre).

Ke¤ºe sú£asne platí

Kxx(0) = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
x2(t)dt a

∫ ∞
−∞

x2(t)dt =
1

2π

∫ ∞
−∞
|X(ω)|2dω

Porovnaním dostávame pre spektrálnu hustotu výkonu NP

Sxx(ω) = lim
T→∞

|X(ω)|2

2T

Kxx(τ) aj Sxx(ω) sú párne (a reálne), takºe

Kxx(τ) =
1

π

∫ ∞
0

Sxx(ω) cosωτdω Sxx(ω) = 2

∫ ∞
0

Kxx(τ) cosωτdτ

Obdobným spôsobom môºeme Wienerovu-Chin£inovu teorému formulova´ pre vzájomné
energetické spektrum a vzájomnú korela£nú funkciu

Sxy(ω) =

∫ ∞
−∞

Kxy(τ)e−iωτdτ Kxy(τ) =
1

2π

∫ ∞
−∞

Sxy(ω)eiωτdω

Pre τ = 0 je priemerný výkon sú£inu signálov

Kxy(0) =
1

2π

∫ ∞
−∞

Sxy(ω)dω

kde

Sxy(ω) = lim
T→∞

X∗(ω)Y (ω)

2T

Kxy nie je párna ⇒ jej FT Sxy je komplexná - nesie v sebe informáciu o vzájomnom
fázovom posune x(t) a y(t), platí pritom Sxy(ω) = Syx(−ω) = S∗yx(ω)

Pre sú£et dvoch NP z(t) = x(t) + y(t) platí

Kzz(τ) = Kxx(τ) +Kyy(τ) +Kxy(τ) +Kyx(τ)
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a teda
Szz(ω) = Sxx(ω) + Syy(ω) + Sxy(ω) + Syx(ω)

a ak x, y nie sú korelované Szz(ω) = Sxx(ω) + Syy(ω)

Pr.:
x(t) = A cos(ω0t+ ϕ)
ϕ �uktuuje medzi 0 a 2π s hustotou pravdepodnosti p(ϕ) = 1

2π
µ(t) =?, Kxx(t1, t2) =?, Rxx(t1, t2) =?, Sxx(iω) =?

µx(t) = E{x(t)} =
A

2π

∫ 2π

0
cos(ω0t+ ϕ)dϕ = 0

Kxx(t1, t2) = E{x(t1)x(t2)} =
A2

2π

∫ 2π

0
cos(ω0t1 + ϕ) cos(ω0t2 + ϕ)dϕ = ...

... =
A2

4π


∫ 2π

0
cos[ω0(t1 + t2) + 2ϕ]dϕ︸ ︷︷ ︸+

∫ 2π

0
cos[ω0(t1 − t2)]dϕ

 =

0

=
A2

2
cos[ω0(t1 − t2)] =

A2

2
cosω0τ = Kxx(τ)

Kxx je periodická s ω0 rovnako ako x(t)

Rxx(t1, t2) = Kxx(t1, t2) = Kxx(τ) lebo µx = 0

Sxx(iω) =
πA2

2
[δx(ω − ω0) + δx(ω + ω0)]

Pr.:
x(t) = A(t) cos(ω0t+ ϕ)
ϕ �uktuuje medzi 0 a 2π s hustotou pravdepodnosti p(ϕ) = 1

2π
A(t) - modulácia, KAA(τ) a SAA(iω) zadané, ϕ(t) a A(t) sú ²tatisticky nezávislé
µ(t) =?, Kxx(τ) =?, Rxx(τ) =?, Sxx(iω) =?

µx(t) = E{x(t)}E{cos[ω0t+ ϕ]} = µA(t) · 0 = 0

Kxx(τ) = Rxx(τ) = E{x(t+τ)x(t)}E{cos[ω0(t+τ)+ϕ] cos[ω0t+ϕ]} = ... =
KAA(τ)

2
cosω0τ

SAA(iω) =
1

2

∫ ∞
−∞

Kxx(τ) cosω0τe
−iωτdτ =

1

4
[SAA(ω − ω0) + SAA(ω + ω0)]

(FT rádioimpulzu)

Pr.:
x(t) =

∑
nAnδ(t− nT − θ)" - vlak" impulzov s periódou T

An = 1 alebo −1 náhodne s rovnakými pravdepodobnos´ami P(1) = P(−1) = 1
2

θ - náhodný posuv v £ase 0 < θ < T , p(θ) = 1
T

µ(t) =?, Kxx(τ) =?, Rxx(τ) =?, Sxx(iω) =?

µx(t) = ... = An

∫ T

0
δ(t− nT − θ)dθ = 0 lebo An =

1

2
· 1 +

1

2
· (−1) = 0
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Kxx(τ) = Rxx(τ) =
∑
m

∑
n

AmAn δ(t−mT − θ)δ(t− nT − θ + τ)

AmAn =

{
A2
n = 1

2(1)2 + 1
2(−1)2 = 1 , n = m

Am An = 2
{

1
2(1) + 1

2(−1)
}

= 0 , n 6= m ²tatisticky nezávislé

Kxx(τ) =
1

T

∑
n

∫ t−nT

t−(n+1)T
δ(x+ τ)δ(x)dx x = t− nT − θ , dx = −dθ

pri£om n ∈ (−∞,∞), teda

Kxx(τ) =
1

T

∫ −∞
+∞

δ(x+ τ)δ(x)dx =
1

T

∫ +∞

−∞
δ(y)δ(τ − y)dy =

1

T
δ(τ)

Sxx(iω) =
1

T

5.1.7 Diferencovanie náhodných signálov

Niektoré systémy na spracovanie signálov pôsobia ako derivátory alebo integrátory vstup-
ných signálov, treba sa preto zaobera´ aj vlastnos´ami derivácií a integrálov NP.

Nech pre NP x(t), y(t) platí y(t) = dx(t)
dt .

Podmienkou diferencovate©nosti NP je jeho spojitos´ lim∆t→0 [x(t+ ∆t)− x(t)]2 = 0.
Nech NP je stacionárny, µx 6= µx(t) ⇒ µy = dµx

dt = 0

Ke¤ºe y(t) = lim∆t→0
x(t+∆t)−x(t)

∆t , platí

Ky(τ) = y(t)y(t+ τ) = lim
∆t→0

x(t+ ∆t)− x(t)

∆t
· x(t+ τ + ∆t)− x(t+ τ)

∆t
=

= lim
∆t→0

1

(∆t)2

[
x(t+ ∆t)x(t+ τ + ∆t)− x(t+ ∆t)x(t+ τ)−

−x(t)x(t+ τ + ∆t) + x(t)x(t+ τ)
]

V²etky ²tyri £leny sú autokorela£né funkcie vstupného NP, a teda

Ky(τ) = lim
∆t→0

1

(∆t)2
[2Kxx(τ)−Kxx(τ −∆t)−Kxx(τ + ∆t)]

£o nie je ni£ iné, neº (záporná) 2. derivácia (derivácia 1. derivácie) funkcie Kxx(τ) pod©a
τ , teda

Kyy(τ) = −d
2Kxx(τ)

dτ2

Pod©a Wienerovej-Chin£inovej teorémy je

Kyy(τ) = − d2

dτ2

[
1

2π

∫ ∞
−∞

Sxx(ω)eiωτdω

]
=

1

2π

∫ ∞
−∞

ω2Sxx(ω)︸ ︷︷ ︸ eiωτdω
a teda

Syy(ω) = ω2Sxx(ω)

Je teda zrejmé, ºe v spektre derivácie NP sú výraznej²ie zastúpené jeho vysokofrekven£né
zloºky.

Vzájomná korela£ná funkcia NP a jeho derivácie je

Kxy(τ) = x(t)y(t+ τ) = x(t)
d

dτ
x(t+ τ) =

d

dτ
x(t)x(t+ τ) =

dKxx(τ)

dτ
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Ke¤ºe Kxx(τ) je párna funkcia, platí dKxx(τ)
dτ |τ→0 = 0 (maximum), NP a jeho derivácia v

tom istom £asovom okamihu nie sú korelované.

Nech pre NP x(t), z(t) platí z(t) =
∫ t

0 x(t′)dt′. Ak x(t) je stacionárny NP, potom

µz = z(t) =

∫ t

0
x(t′)dt′ = µxt

teda µz = 0 len ak µx = 0.
Ak µx 6= 0, potom z(t) je nestacionárny NP.

Kzz(t1, t2) =

∫ t1

0

∫ t2

0
x(t′)x(t′′)dt′dt′′ =

∫ t1

0

∫ t2

0
x(t′)x(t′′)︸ ︷︷ ︸ dt′dt′′ =

=

∫ t1

0

∫ t2

0
Kxx(t′, t′′)︸ ︷︷ ︸ dt′dt′′

(
=

∫ t1

0

∫ t2

0
Kxx(t′′ − t′)dt′dt′′

)
Tento výsledok (kde posledná £as´ rovnice platí len pre stacionárny NP x(t)) je aj pre sta-
cionárny vstupný NP závislý od výberu konkrétnych hodnôt t1,t2, a nielen od ich rozdielu,
£o znamená, ºe výstupný NP z(t) je vºdy nestacionárny (bez oh©adu na nulovos´ µx).

V praxi to znamená neohrani£ený nárast úrovne �uktuácií na výstupe integrátora s £asom
(ako "ak£ný rádius" opitého námorníka).

5.2 ODOZVA LINEÁRNEHO SYSTÉMU NA NÁHODNÝ
SIGNÁL

5.2.1 Reprezentácia systému pomocou korela£ných funkcií

Analýza odozvy systému na NP v £asovej oblasti je realizovate©ná pomocou korela£ných
funkcií.

Predpokladajme systém s impulznou odozvou h(t), vstupným NP x(t) a odpovedajúcim
výstupným signálom y(t). Platí y(t) = h(t) ∗ x(t)

Pre strednú hodnotu výstupného signálu platí

µy(t) = E

{∫ ∞
−∞

h(τ)x(t− τ)dτ

}
=

∫ ∞
−∞

h(τ)E {x(t− τ)}︸ ︷︷ ︸ dτ =

∫ ∞
−∞

h(τ)µx(t− τ)︸ ︷︷ ︸ dτ
(Táto rovnos´ platí pre stabilný systém s deterministickou h(t) - vtedy ju moºno vy¬a´
spod E.)

Ak x(t) je stacionárny NP, µx 6= µx(t) , a

µy = µx

∫ ∞
−∞

h(τ)dτ = µxH(0) ⇒ µy 6= µy(t)

kde H(0) je hodnota prenosovej charakteristiky systému pre ω = 0.

Podmienka µy 6= µy(t) je nutnou, nie v²ak posta£ujúcou podmienkou stacionárnosti y(t)
(pri stacionárnom x(t)).

Autokorela£ná funkcia výstupného signálu je

Kyy(t1, t2) = E{y(t1)y(t2)} = E

{∫ ∞
−∞

h(τ1)x(t1 − τ1)dτ1

∫ ∞
−∞

h(τ2)x(t2 − τ2)dτ2

}
=
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=

∫ ∞
−∞

dτ1h(τ1)

∫ ∞
−∞

dτ2h(τ2)Kxx(t1 − τ1, t2 − τ2)

£o pri stacionárnom x(t) prejde na

Kyy(t1, t2) =

∫ ∞
−∞

dτ1h(τ1)

∫ ∞
−∞

dτ2h(τ2)Kxx(τ − τ1 + τ2) = Kyy(τ) τ = t1 − t2

£o znamená, ºe aj y(t) je stacionárny NP (v ²ir²om zmysle).

Vzájomná korela£ná funkcia vstupného a výstupného signálu je

Kyx(t1, t2) = E{y(t1)x(t2)} = E

{∫ ∞
−∞

x(t2)h(θ)x(t1 − θ)dθ
}

=

=

∫ ∞
−∞

h(θ)E{x(t1 − θ)x(t2)}︸ ︷︷ ︸ dθ =

∫ ∞
−∞

h(θ)Kxx(τ − θ)︸ ︷︷ ︸ dθ
kde τ = t1 − t2 pre stacionárne NP, a teda

Kyx(τ) = Kxy(τ) = h(τ) ∗Kxx(τ)

Obdobné vz´ahy platia aj pre diskrétny systém s impulznou odozvou h(n), vstupným NP
x(n) a odpovedajúcim výstupným signálom y(n) - hodnota výstupného signálu v kaºdom
okamihu n je konvolúciou vstupného signálu a impulznej odozvy systému (výstup závisí
od vstupu v danom aj predchádzajúcich okamihoch)

y(n) = h(0)x(n) + h(1)x(n− 1) + ...+ h(r)x(n− r) / · x(n− k)

y(n)x(n− k) = h(0)x(n)x(n− k) + h(1)x(n− 1)x(n− k) + ...+ h(r)x(n− r)x(n− k)

Ke¤ºe E{y(n)x(n − k)} = Kxy(k) a E{x(n − r)x(n − k)} = Kxx(k − r), uvedená rovnica
prejde na tvar

Kxy(k) = h(0)Kxx(k) + h(1)Kxx(k − 1) + ...+ h(r)Kxx(k − r)

Porovnaním s prvou rovnicou dostávame

Kxy(k) = h(k) ∗Kxx(k)

Kxy(k) je teda konvolúciou systémovej impulznej odozvy a autokorela£nej funkcie vstup-
ného signálu.

Na ur£enie systémovej impulznej odozvy h(τ) je vhodným vstupným signálom tzv. biely
²um s kon²tantnou spektrálnou hustotou B, ktorého korela£ná funkcia má tvar Kxx(τ) =

Bδ(τ), a teda h(τ) =
Kxy(τ)
B .

5.2.2 Reprezentácia systému vo frekven£nej oblasti

Z vlastností FT vyplýva

Kxy(τ) = h(τ) ∗Kxx(τ) −→ Sxy(iω) = H(iω)Sxx(iω)

Prenosová charakteristika systému je teda

H(iω) =
Sxy(iω)

Sxx(iω)
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Pre spektrálnu hustotu výstupného signálu platí

Kyy(0) = E{y2(t)} =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

h(τ1)︸ ︷︷ ︸h(τ2)Kxx(τ2 − τ1)dτ1dτ2 =

=

︷ ︸︸ ︷
1

2π

∫ ∞
−∞

H(iω)dω

∫ ∞
−∞

h(τ2)dτ2

∫ ∞
−∞

Kxx(τ2 − τ1)
︷ ︸︸ ︷
eiωτ1 dτ1

Ak poloºíme τ = τ2 − τ1, potom

Kyy(0) =
1

2π

∫ ∞
−∞

H(iω)dω

∫ ∞
−∞

h(τ2)eiωτ2dτ2︸ ︷︷ ︸
∫ ∞
−∞

Kxx(τ)e−iωτdτ︸ ︷︷ ︸ =

H∗(iω) Sxx(iω)

=
1

2π

∫ ∞
−∞

Sxx(iω)|H(iω)|2dω

Sú£asne platí Kyy(0) = 1
2π

∫∞
−∞ Syy(iω)dω a teda

Syy(iω) = |H(iω)|2Sxx(iω)

Vz´ah medzi výkonovou spektrálnou hustotou na vstupe a výstupe systému môºeme získa´
aj intuitívne z analógie s deterministickými signálmi, kde |Y (iω)|2 = |H(iω)|2|X(iω)|2 :
Ke¤ºe |X(iω)|2, |Y (iω)|2 odpovedajú výkonu, resp. energii (deterministických) signálov,
môºeme pre stochastické spektrálne hustoty výkonu stanovi´ obdobnú rovnicu.

5.2.3 Fluktua£no-dissipa£ná teoréma

V ²tatistickej fyzike pod pojmom �uktuácia rozumieme náhodné odchylky systému z/okolo
rovnováºneho stavu (reprezentovaného termodynamickými (TD) stavovými veli£inami).
Prirodzenou a neodstránite©nou prí£inou týchto �uktuácií je pohyb na mikroskopickej úrovni
systému. V makroskopických systémoch pri nenulovej teplote ide predov²etkým o tzv. te-
pelný pohyb, charakterizovaný TD teplotou. (Na klasickej mikroskopickej úrovni ide stále
o pohyb determinovaný zákonmi newtonovskej mechaniky.)

Predpokladajme mikroskopickú £asticu s nulovou po£iato£nou kinetickou energiou, vlo-
ºenú do makroskopického systému £astíc pri danej teplote. Následné nárazy £astíc systému
udelia postupne tejto £astici strednú kinetickú energiu odpovedajúcu strednej kinetickej
energii £astíc systému 〈EK〉. Pod©a ekviparti£nej teorémy v²etkým stup¬om vo©nosti pri-
slúcha rovnaká stredná energia 1

2kBT . Okamºitá rýchlos´ £astice prirodzene bude kolísa´
- �uktuova´ - okolo svojej strednej hodnoty. Tieto tzv. rovnováºne �uktuácie sú bez-
prostredným dôsledkom kontaktu danej £astice s tepelným kúpe©om (tj. makroskopickým
systémom pri danej teplote).

Predpokladajme teraz makroskopický pohyb v takomto systéme (pohyb makroskopického
telesa prostredím, elektrický prúd, a pod.). Z TD h©adiska ide o nerovnováºny stav -
niektoré stupne vo©nosti (spojené napr. s pohybom ´aºiska pohybujúceho sa objektu) dis-
ponujú vä£²ou energiou neº 1

2kBT . Interakciou so systémom v²ak túto prebyto£nú ener-
giu systému odovzdávajú. Príkladom je mechanické trenie £i elektrický odpor - interakcia
makroskopického pohybu s obrovským mnoºstvom mikroskopických stup¬ov vo©nosti, re-
prezentujúcich tepelný kúpe©. Systém sa ohrieva na úkor makroskopického pohybu - energia
makroskopického pohybu dissipuje, tj. nevratne "degraduje" na energiu tepelného pohybu.
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Z uvedeného vyplýva, ºe dissipácia energie aj �uktuácie v systéme majú rovnaký pôvod
- kontakt s tepelným kúpe©om. V ¤al²om kvanti�kujeme vz´ahy medzi touto trojicou
pojmov.

Analyzujme problém (z historických dôvodov aj kvôli názornosti) na príklade rýchlosti v
brownovského pohybu £astíc o hmotnosti m vo viskóznom prostredí s koe�cientom trenia
η, opísaného tzv. Langevinovou rovnicou (LR)

m
dv(t)

dt
+ ηv(t) = f(t)

Pravá strana rovnice reprezentuje náhodné zráºky skúmanej reprezentatívnej £astice s £as-
ticami tepelného kúpe©a - má teda náhodný charakter. Takáto dif. rovnica sa preto nazýva
stochastickou.

Pozn.:
V elektronickom kontexte tejto úlohe formálne odpovedá rovnica pre prúd v stratovom
induktívnom prostredí (RL obvod), resp. pre náboj v RC obvode, so stochastickými napä-
´ovými pulzami

L
di(t)

dt
+Ri(t) = u(t) resp. R

dq(t)

dt
+

1

C
q(t) = u(t)

Av²ak pozor! V prvom prípade má sú£in prí£iny a následku u(t)i(t) rozmer výkonu, rovnako
ako f(t)v(t), v druhom prípade u(t)q(t) rozmer energie. Fyzikálna interpretácia zloºiek zo-
v²eobecnenej susceptibility (kap. 3.2.2) pri frekven£nej analýze bude teda pre tieto prípady
odli²ná, ako uvidíme niº²ie.

Bez budiacej sily by rie²enie LR bolo £asovo tlmené, v(t) = v(0)e−t/τr , z po£iato£nej
hodnoty v(0), s £asovou kon²tantou τr = m/η. Makroskopický pohyb by sa utlmil. Tu si
treba uvedomi´, ºe celý proces nemá hladký priebeh v £ase (je postupnos´ou zráºok), a teda
£len dv(t)

dt v LR treba fyzikálne vníma´ skôr ako kone£nú zmenu rýchlosti ∆v za kone£ný
£asový interval ∆t, pri£om takéto rie²enie LR má zmysel v limite ∆t� τr.

Vplyvom �uktuácií reprezentovaných budiacou silou f(t) v²ak pretrváva brownovský po-
hyb. Náhodný charakter tejto sily zaru£uje (v rovnorodom tepelnom kúpeli) jej priestorovú
nezávislos´. Predpokladajme 〈f(t)〉 = 0 (náhodný smer) a tieº nezávislos´ f(t) od rýchlosti
£astíc. Taktieº predpokladáme, ºe na £asovej ²kále ∆t je budiaca sila nekorelovaná - jednot-
livé zráºky sú ²tatisticky nezávislé. V skuto£nosti korelácia medzi jednotlivými zráºkami
zaniká na £asovej ²kále τc odpovedajúcej strednej dobe medzi zráºkami. Ak predpokladáme,
ºe pre £asovú ²kálu LR platí ∆t� τc, potom autokorela£nú funkciu náhodnej budiacej sily
môºeme vyjadri´ v tvare

Kff (τ) = 〈f(t)f(t− τ)〉 = Bδ(τ)

kde B =
∫∞
−∞Kff (τ)dτ je mierou (priemernej) ve©kosti tejto sily (a ur£ite závisí od tep-

loty kúpe©a). Znakom 〈〉 ozna£ujeme (v celej kapitole) priemerovanie cez súbor realizácií.
H©adáme teda rie²enie LR s (nenulovou pravou stranou) v limite τc � ∆t� τr.

Dá sa ukáza´, ºe rie²ením LR v tejto limite je (sta£í ho dosadi´ do LR)

v(t) = v(0)e−t/τr +
1

m

∫ t

0
e−(t−t′)/τrf(t′)dt′

Ke¤ºe LR je stochastická dif. rovnica, kaºdej náhodnej hodnote f(t) vyhovuje nejake
partikulárne rie²enie. Takéto rie²enia v²ak nie sú zaujímavé (zaujímavé je len rie²enie
"nezávisiace od náhody"), treba teda uskuto£ni´ príslu²né spriemerovanie. Pre strednú
hodnotu rýchlosti (cez súbor realizácií) platí 〈v(t)〉 = v(0)e−t/τr (lebo 〈f(t)〉 = 0) - £o
zna£í, ºe ide o nestacionárny proces spejúci k TD rovnováhe za £as ∼ τr. V rovnováºnom
stave existuje uº len brownovský pohyb charakterizovaný 〈v2(t)〉 (pri 〈v(t)〉 = 0).
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Po ustálení (tj. zániku tlmených £lenov, t� τr) dostávame

〈v2(t)〉 → 1

m2

〈∫ t

0
e−(t−t′)/τrf(t′)dt′

∫ t

0
e−(t−t′′)/τrf(t′′)dt′′

〉
=

=
1

m2

∫ t

0

∫ t

0
e−(t−t′)/τre−(t−t′′)/τrBδ(t′′ − t′)dt′dt′′ = ...

=
B

2ηm

(
1− e−2t/τr

)
→ B

2ηm

Pod©a ekviparti£nej teorémy pre tento stupe¬ vo©nosti platí 1
2m〈v

2〉 = 1
2kBT , a teda

B = 2ηkBT resp. η =
1

2kBT

∫ ∞
−∞

Kff (τ)dτ

Tento výsledok je jednou z foriem �uktua£no-dissipa£nej teorémy (FDT), a vyjadruje
h©adaný kvantitatívny súvis medzi mierou dissipácie (η), mierou �uktuácií (B) a teplotou
kúpe©a (T ).

Preskúmajme e²te autokorela£nú funkciu rýchlosti Kvv(τ), kde (predpokladajúc ergodic-
kos´) nahrádzame priemerovanie jednej realizácie v £ase priemerovaním cez súbor realizácií

Kvv(τ) = 〈v(t)v(t+τ)〉 = v(0)2e−(2t+τ)/τr+
e−(2t+τ)/τr

m2

∫ t

0

∫ t+τ

0
e(t′+t′′)/τr〈f(t′)f(t′′)〉dt′dt′′

£o v priblíºení Kff (τ) = 〈f(t′)f(t′′)〉 = Bδ(t′− t′′) a v limite dlhých £asov t� τr vedie na

Kvv(τ)→ B

2ηm
e−|τ |/τr =

kBT

m
e−|τ |/τr

(párna funkcia). Autokorelácia �uktuujúcej rýchlosti teda zaniká (tj. rýchlos´ "stráca pa-
mä´") s £asovou kon²tantou τr, rovnako ako makroskopický pohyb 〈v(t)〉 - obe sú rie²ením
rovnakej dif. rovnice. Makroskopická relaxácia systému do rovnováºneho stavu sa teda
riadi rovnakými zákonitos´ami ako mikroskopické �uktuácie okolo rovnováºneho stavu (£o
je nosná my²lienka za FDT).

V na²om elektronickom príklade RL obvodu jednoduchou zámenou m ↔ L, η ↔ R,
v(t)↔ i(t), f(t)↔ u(t) má FDT podobu∫ ∞

−∞
Kuu(τ)dτ = B = 2kBTR

pre dissipatívnu zloºku systému R, pri£om akumula£ná zloºka systému L vstupuje do
ekviparti£nej teorémy

1

2
L〈i2(t)〉 =

1

2
kBT

V na²om druhom elektronickom príklade RC obvodu je formálna zhoda pohybovej rovnice
systému s LR zavádzajúca: Formálna transformácia m↔ R, η ↔ 1

C je totiº "nefyzikálna"
- akumula£ný a dissipa£ný element si vymie¬ajú miesta v pohybovej rovnici! Vo formál-
nej analógii s LR síce platí 〈q2(t)〉 = BC

2R , av²ak ekviparti£ná teoréma sa (pochopite©ne)

vz´ahuje na akumula£ný prvok C, 〈q
2(t)〉
2C = 1

2kBT , £o vedie opä´ ku vz´ahu∫ ∞
−∞

Kuu(τ)dτ = B = 2kBTR

Existencia �uktuácií je teda v oboch prípadoch viazaná na dissipatívny prvok R.

Transformáciou pôvodnej LR do frekven£nej oblasti dostávame vz´ah medzi fourierovskými
obrazmi budiacej sily a rýchlosti

V (ω) =
1

η

1

1 + iωτr
F (ω)
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Pre príslu²né (výkonové) spektrálne hustoty pritom platí

Svv(ω) = lim
Θ→∞

1

2Θ
〈|V (ω)|2〉 Sff (ω) = lim

Θ→∞

1

2Θ
〈|F (ω)|2〉

kde Θ má význam doby merania. Odtia© dostávame

Svv(ω) =
1

η2

1

1 + (ωτr)2
Sff (ω)

Výkonové spektrálne hustoty sú sú£asne FT autokorela£ných funkcií príslu²ných stacionár-
nych procesov, a teda Sff (ω) =

∫∞
−∞Bδ(τ)e−iωτdτ = B = 2ηkBT (v priblíºení τc → 0).

Odtia©
Kvv(τ) =

B

2πη2

∫ ∞
−∞

1

1 + (ωτr)2
eiωτdω

£o (pomocou vety o reziduách) dá stacionárnu hodnotuKvv(τ) = B
2η2τr

e−|τ |/τr = kBT
m e−|τ |/τr .

Ke¤ºe Kvv(τ) je reálna a párna, je zrejmé, ºe aj Svv(ω) je reálna. Fourierovský obraz
Kvv(τ) je potom

Svv(ω) =

∫ ∞
−∞

Kvv(τ)e−iωτdτ = 2

∫ ∞
0

Kvv(τ) cosωτdτ = ...

=
B

η2τr
<
{∫ ∞

0
e−τ/τre−iωτdτ

}
=
B

η2
<
{

1

1 + iωτr

}
=

2kBT

η

1

1 + (ωτr)2

LR môºeme vníma´ ako pohybovú rovnicu systému so vstupným signálom f(t) a výstup-
ným signálom v(t), pri£om pomer

V (ω)

F (ω)
= H(iω) = χ(iω) =

1

η

1− iωτr
1 + (ωτr)2

je prenosová charakteristika (zov²eobecnená susceptibilita) zov²eobecneného systému. Po-
tom platí

Svv(ω) = 2kBT<{χ(iω)}
Pre RL obvod má tento výsledok tvar (B = 2kBTR, η → R)

Sii(ω) =
2kBTR

R2

1

1 + iωτr
= 2kBT<{χ(iω)} = 2kBTχ

′(ω)

Pre RC obvod (B = 2kBTR, η → 1
C ) platí

Sqq(ω) = 2kBTRC
2 1

1 + iωτr
= 2kBTτrχ

′(ω) = −2kBT

ω
χ′′(ω)

(so znamienkom + v konvencii F). Hoci platnos´ vz´ahu χ′′(ω) = −ωτrχ′(ω) sa viaºe na
ná² jednoduchý systém 1. rádu (vo v²eobecnosti platia KK vz´ahy), uvedené vz´ahy me-
dzi (výkonovou) spektrálnou hustotou �uktuácií a zloºkami zov²eobecnenej susceptibility
systému majú v²eobecnej²iu platnos´, a predstavujú jednu z foriem FDT - univerzálny (v
klasickej limite) vz´ah medzi �uktuáciami, teplotou a dissipatívnou zloºkou susceptibility
systému (χ′ v prvom a χ′′ v druhom prípade).

Uvedené výpo£ty sú platné za predpokladu, ºe autokorela£nú funkciu �uktuácií môºeme
aproximova´ δ-funkciou, a teda spektrálna hustota takýchto �uktuácií (pod©a Wienerovej-
Chin£inovej teorémy) je kon²tanta. Takéto �uktuácie nazývame bielym ²umom. V sku-
to£nosti korela£né £asy �uktuácií τc nemusia by´ zanedbate©né na relevantnej £asovej ²kále.
Potom autokorela£ná funkcia je gaussovská (s nenulovou ²írkou ≈ τc), a ak τc ≈ τr, naru²í
sa lokálnos´ LR (v £ase), a £len ηv(t) musí by´ nahradený konvolúciou

∫ t
−∞ η(t− τ)v(τ)dτ .

Retardovaný charakter LR je potom vo frekven£nej oblasti reprezentovaný funk£nou závis-
los´ou η(ω) =

∫∞
−∞ η(t)e−iωtdt. V elektronike to znamená R = R(ω). Spektrálna hustota

�uktuácií je kon²tantná pre ω � 1/τc.
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5.3 �UMY

Pod pojmom ²um rozumieme náhodné �uktuácie "uºito£ného" signálu, spôsobené stochas-
tickými fyzikálnymi procesmi v elektronických systémoch. Do pojmu ²um nezarátavame
poruchy "uºito£ného" signálu spôsobené ru²ením inými externými signálmi, ani skreslenie
signálu systémom.

V závislosti od fyzikálneho mechanizmu vzniku a spektrálnej hustoty rozli²ujeme nieko©ko
druhov ²umu.

5.3.1 Tepelný ²um

Tepelný (Johnsonov, resp. Nyquistov) ²um vzniká v dôsledku tepelného pohybu nosi£ov
náboja - pri ©ubovo©nej nenulovej teplote vykonávajú vo©né nosi£e náboja chaotický brow-
novský pohyb, pri ktorom dochádza k náhodnej lokálnej variácii nábojovej hustoty, a teda
elektrického potenciálu. Rozptylové procesy v elektricky vodivom prostredí, ktoré ur£ujú
jeho elektrický odpor, majú za následok, ºe kompenzácia náhodnej nábojovej nerovno-
váhy nenastáva v nemerate©ne krátkom £ase, a teda ºe na vývodoch systému je merate©né
�uktuujúce ²umové napätie, ktoré závisí od elektrického odporu systému.

Reálny odporník (rezistor) môºeme nahradi´ ekvivalentnou schémou ideálneho ("ne²umiace-
ho") odporu v sérii so zdrojom ²umového napätia. Výrazy pre ²umové napätie a spektrálnu
hustotu tepelného ²umu moºno odvodi´ nasledovným spôsobom:
Predpokladajme prenos ²umového napätia z rezistoru R na identický
rezistor pripojený pomocou bezstratového nevyºarujúceho a impedan£ne
prispôsobeného prenosového vedenia d¨ºky l (v²etok výkon zdroja ²umu
sa prenesie na druhý rezistor). (Pripomíname, ºe úloha je symetrická
vzh©adom na zámenu rezistorov.)

Napä´ové vlny v tvare u(x, t) = u0e
i(kx−ωt) sa ²íria prenosovým vedením rýchlos´ou v = ω

k
pri splnení okrajových podmienok u(0, t) = u(l, t), £o je splnené pre módy s vlno£tom
kn = 2πn

l , kde n je celé £íslo. Hustota módov je D(ω) = dn
dω = dn

dk
dk
dω = l

2πv .

Stredná energia elektromagnetického módu je daná energiou fotónu vynásobenou stredným
po£tom fotónov v danom stave (móde), teda

〈ε(ω)〉 =
h̄ω

exp
{
h̄ω
kBT

}
− 1

Celkový výkon absorbovaný "prijímacím" rezistorom je teda daný integrovaním energie
módov, pohltenej za £as "doletu módov do rezistora" l

v , cez celé spektrum

Pabsorb =
v

l

∫ ∞
0

D(ω)
h̄ωdω

exp
{
h̄ω
kBT

}
− 1

kde integrácia prebieha cez módy ²íriace sa kladným smerom k, £omu odpovedajú kladné
frekvencie.

Po dosadení
Pabsorb =

1

2π

∫ ∞
0

h̄ωdω

exp
{
h̄ω
kBT

}
− 1
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V termodynamickej rovnováhe musí by´ stredný (v £ase) výkon absorbovaný rezistorom
rovný výkonu emitovanému, teda R〈i2〉, kde i = uN

2R je prúd generovaný v obvode ²umovým
napätím, teda

Pemit =
〈u2
N 〉

4R

kde

〈u2
N 〉 = lim

Θ→∞

1

Θ

∫ Θ

0
u(t)u∗(t)dt = lim

Θ→∞

1

2Θ

∫ Θ

−Θ
u(t)u∗(t)dt

Emitovaný ²umový výkon sa dá vyjadri´ prostredníctvom svojej spektrálnej hustoty, ktorá
je (pod©a Wienerovej-Chin£inovej teorémy) FT autokorela£enj funkcie ²umového napätia

∫ ∞
−∞

S(ω)dω =

∫ ∞
−∞


∫ ∞
−∞

︷ ︸︸ ︷(
lim

Θ→∞

1

2Θ

∫ Θ

−Θ
u(t)u∗(t− τ)dt

)
e−iωτdτ

 dω =

= lim
Θ→∞

2π

2Θ

∫ ∞
−∞

dτ

∫ Θ

−Θ
u(t)u∗(t− τ)δ(τ)dt = lim

Θ→∞

2π

2Θ

∫ Θ

−Θ
u(t)u∗(t)dt = 2π〈u2

N 〉(∫∞
−∞ 1 · e−iωτdω = 2πδ(τ)

)
Porovnaním výkonu dissipovaného (emitovaného) na rezistore a výkonu tepelne vyºiare-
ného dostávame

〈u2
N 〉

4R
=

1

4R

1

2π

∫ ∞
−∞

S(ω)dω =
1

4R

1

2π

∫ ∞
0

S+(ω)dω =
1

2π

∫ ∞
0

h̄ωdω

exp
{
h̄ω
kBT

}
− 1

a odtia©
S+(ω) = 4R

h̄ω

exp
{
h̄ω
kBT

}
− 1

kde S+(ω) je spektrálna hustota de�novaná pre reálne, teda kladné frekvencie, pri£om platí∫ ∞
−∞

S(ω)dω =

∫ ∞
0

S+(ω)dω S+(ω) = 2S(ω)

(S+(ω) je de�novaný v konvencii kde uvaºujeme len kladné frekvencie, a teda celkový vý-
kon v oboch konvenciách musí by´ rovnaký.) Vo v²eobecnosti z rovnosti dvoch ur£itých
integrálov e²te nevyplýva rovnos´ ich podintegrálnych výrazov, v danom prípade by v²ak
nerovnos´ podintegrálnych výrazov protire£ila zákonom termodynamiky: Ak by v ©ubo-
vo©nom intervale frekvencií existovala nerovnováha medzi vyºiareným výkonom jedného
rezistora a ním absorbovaným výkonom od druhého rezistora na tej istej teplote, sta£ilo by
medzi rezistory umiestni´ pasívny nedissipatívny element selektívne prepú²´ajúci energiu v
tomto frekven£nom intervale (LC-�lter odráºajúci energiu mimo rezonancie), a dosiahli by
sme perpetuum mobile 2. druhu. (Pomocou pasívneho prvku by sa prvý rezistor stále viac
ohrieval odoberaním tepla z druhého, stále chladnej²ieho rezistora.)

V "klasickej" limite h̄ω � kBT (nie príli² nízka teplota, nie príli² vysoká frekvencia)
dostávame

S+(ω) ∼= 4RkBT

Pozn.:
V klasickej limite je stredná energia elektromagnetického módu 〈ε(ω)〉 ∼= kBT , £o pod©a
ekviparti£nej teorémy odpovedá dvom "stup¬om vo©nosti" (dvom kvadratickým £lenom
hamiltoniánu - hustote elektrickej energie ∼ E2 a magnetickej energie ∼ B2).

Pre izbovú teplotu (300K) je klasická limita dobrým priblíºením aº do frekvencií 1011Hz,
pre vy²²ie frekvencie spektrálna hustota výkonu prudko klesá. Kvôli kon²tantnej spektrálnej
hustote (v ²irokom frekven£nom intervale) sa tepelný ²um nazýva bielym ²umom.
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Z praktického h©adiska nás zaujíma ²umový výkon v ur£itom intervale frekvencií, £o súvisí
s kone£nou ²írkou pásma priepustnosti reálnych systémov (elektronických zariadení). Cel-
kový výkon tepelného ²umu v danom frekven£nom intervale ∆ν (ν = ω/2π > 0), vyjadrený
prostredníctvom strednej kvadratickej hodnoty napätia, je daný integráciou (napä´ovej)
spektrálnej hustoty výkonu cez daný frekven£ný interval

〈u2
N 〉 ∼= 4RkBT∆ν

£o je tzv. Nyquistov vz´ah.

�umové napätie tepelného ²umu závisí len od ve©kosti odporu (a teploty), nie od typu
rezistora.

Treba zdôrazni´, ºe signál x(t) je v tomto prípade reprezentovaný napätím, a teda "výkon"
signálu (v zmysle v²eobecných de�nícií pojmov v predchádzajúcich £astiach textu) je
x2(t) = u2(t), a jeho spektrálna hustota S(ω), resp. S(ν) je tzv. napä´ovou spektrálnou
hustotou výkonu, Su(ν). �asto je v²ak signál reprezentovaný prúdom - v takom prípade
pod pojmom "výkon" signálu rozumieme x2(t) = i2(t), a jeho spektrálna hustota je tzv.
prúdovou spektrálnou hustotou výkonu, Si(ν). Veli£iny Su(ν) a Si(ν) majú teda rôzny fy-
zikálny rozmer, V 2/Hz alebo A2/Hz, a "stredný výkon" získaný ich prostou integráciou
cez frekvencie je v skuto£nosti len strednou kvadratickou hodnotou príslu²nej veli£iny x(t)
(v jednotkách V 2 alebo A2, nie v²ak W !).

V prípade tepelného ²umu platí

Si(ν) =
1

R2
Su(ν) =

4kBT

R

Pre "skuto£ný" výkon (v jednotkách W ) platí

P = 4kBT∆ν

a je teda nezávislý na hodnote odporu R - táto univerzalita je daná charakterom tepelného
ºiarenia (výkon ºiarenia absolútne £ierneho telesa závisí len od jeho teploty).

Maximálny ²umový výkon môºe rezistor doda´ do prispôsobenej zá´aºe, tj. do odporu (resp.
reálnej £asti impedancie) rovnakej hodnoty - maximálny dostupný ²umový výkon rezistora
R je teda

Ppz = Ri2 = R
〈u2
²〉

(R+R)2
= kBT∆ν

V praxi v²ak meranie ²umového napätia znamená pripojenie
reálneho odporu na meracie zariadenie pomocou prívodov,
ktoré predstavujú parazitnú kapacitu.
Pomocou Nortonovej teorémy (náhrada napä´ového zdroja v sérii s odporom prúdovým
zdrojom paralelne s odporom) môºeme schému merania ²umového napätia prekresli´ pod©a
obrázka - celková impedancia obvodu vo£i zdroju je teraz daná paralelnou kombináciou od-
poru a kapacity, teda Z = 1

1/R+iωC , a medzi výkonovými spektrami výstupného napätia a
²umového prúdu platí

Suv(ν) = Si(ν)Z2 =
Si(ν)R2

1 + (2πνRC)2
=

Su(ν)

1 + (2πνRC)2

Integráciou cez celé spektrum dostávame

〈u2
v〉 =

∫ ∞
0

4kBTR

1 + (2πνRC)2
dν =

kBT

C

(∫ ∞
0

dx

1 + x2
= [arctanx]∞0 =

π

2

)
Tento výraz kore²ponduje s ekviparti£nou teorémou (kapacita ako energiu akumulujúci
prvok predstavuje ¤al²í stupe¬ vo©nosti s energiou 1

2C〈U
2〉 = 1

2kBT ).
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Treba zdôrazni´, ºe samotná kapacita nie je zdrojom ²umu. Ak by sme v schéme s 2 rezis-
tormi jeden z nich nahradili kondenzátorom, v TD rovnováhe by ²umový výkon generovaný
rezistorom a dissipovaný kondenzátorom musel by´ rovný ²umovému výkonu generovanému
kondenzátorom a absorbovaným rezistorom. Kondenzátor v²ak nedissipuje energiu, nemôºe
teda ani generova´.

Pr.:
�umové napätie na kondenzátore RLC obvodu.
V RLC obvode je zdrojom tepelného ²umového napätia uN rezistor R. Dif. rovnica popi-
sujúca £asovú závislos´ náboja na kondenzátore je

L
d2q

dt2
+R

dq

dt
+
q

C
= uN

Ide opä´ o stochastickú dif. rovnicu. Zo ²tatistickej povahy problému je zrejmé, ºe výpo-
vednú hodnotu má výraz 〈q2〉 (a nie 〈q〉) - rie²ime teda najprv dif. rovnicu pre q2 (vyná-
sobíme na²u rovnicu q)

L
d2q

dt2
q +R

dq

dt
q +

q2

C
= quN

S uváºením rovností
d

dt
q2 = 2q

dq

dt
⇒ q

dq

dt
=

1

2

d

dt
q2

d2

dt2
q2 = 2q

d2q

dt2
+ 2

(
dq

dt

)2

⇒ q
d2q

dt2
= −

(
dq

dt

)2

+
1

2

d2

dt2
q2

dostávame

−L
(
dq

dt

)2

+
L

2

d2

dt2
q2 +

R

2

d

dt
q2 +

q2

C
= quN

Pri ustrednení zoh©ad¬ujeme, ºe 〈uN 〉 = 0, a ºe v termodynamickej rovnováhe pod©a
ekviparti£nej teorémy

〈1
2
Li2〉 = 〈1

2
L

(
dq

dt

)2

〉 =
1

2
kBT

a teda

L
d2

dt2
〈q2〉+R

d

dt
〈q2〉+

2

C
〈q2〉 = 2kBT

Toto je uº dif. rovnica s kon²tantnou (zov²eobecnenou) silou - kon²tantná vonkaj²ia "sila"
spôsobí len posunutie rovnováºnej polohy harmonického oscilátora (tj. hodnoty 〈q2〉). Po
zavedení substitúcií u′ = 〈q2〉

C2 − kBT
C , ω2

0 = 1
LC , τ = RC dostávame

1

ω2
0

d2

dt2
u′ + τ

d

dt
u′ + 2u′ = 0

Známym rie²ením takejto rovnice sú tlmené kmity. Pri dostato£ne ve©kom tlmení sa pohyb
stáva aperiodickým (zatlmenie nastane za krat²í £as neº perióda kmitov). Pre napätie na
kondenzátore po ustálení (tj. utlmení kmitov) platí

〈u2〉 =
〈q2〉
C2

=
kBT

C

£o odpovedá ekviparti£nej teoréme 〈12
q2

C 〉 = 1
2kBT .

Analyzujme tento výsledok: Pre£o dochádza (v strednej hodnote) k po£iato£nému nárastu
napätia na kondenzátore a následnému ustáleniu na jednej hodnote? Zov²eobecnenou silou
vyvolávajúcou náhodný prúd v obvode je ²umové napätie rezistora, rezistor je sú£asne zod-
povedný za tlmiacu silu (odpor). Týmto prúdom sa nabíja kondenzátor, po£as nabíjania
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v²ak prúd slabne v¤aka narastajúcej reakcii nabíjajúceho sa kondenzátora (sná¤ ilustra-
tívnej²í je mechanický analóg rastúcej spätnej sily pri napínaní pruºiny). V po£iato£nej
fáze nabíjania môºeme spätnú silu kondenzátora (pruºiny) zanedba´ - rovnica má potom
tvar

L
d2

dt2
〈q2〉+R

d

dt
〈q2〉 = 2kBT

a rie²ením pri po£iato£nych podmienkach q(t = 0) = 0, dq(t=0)
dt = 0 je

〈q2(t)〉 =
2kBT

R

[
t+

L

R

(
e−Rt/L − 1

)]
(Pre overenie sta£í dosadi´.)
Pre dlhé £asy v porovnaní s £asovou kon²tantou L/R dostávame (po utlmení exponenciál-
neho £lena)

〈q2(t)〉 ∼=
2kBT

R
t

£o je výsledok pripomínajúci (a nie náhodou) náhodnú chôdzu (stredná kvadratická vzdia-
lenos´ prejdená opitým námorníkom lineárne rastie s £asom, tj. s po£tom krokov). V limite
ve©mi krátkych £asov (vzh©adom na L/R) po iniciovaní prúdu platí (Taylorov rozvoj)

〈q2(t)〉 ∼=
kBT

L
t2

£o odpovedá kon²tantnému prúdu (lineárny nárast náboja na kondenzátore s £asom - v
analógii s opitým námorníkom je to doba v rámci jedného kroku).

Monotónny nárast (strednej kvadratickej hodnoty) napätia na kondenzátore v dôsledku
tepelného ²umu rezistora je teda proces analogický náhodnej chôdzi. Ná² proces v²ak speje
k saturácii v dôsledku reakcie nabíjajúceho sa kondenzátora (dodato£ný £len 2

C 〈q
2〉 v dif.

rovnici - nabíjací prúd postupne zaniká), £o skôr odpovedá analógii s opitým námorníkom
priviazaným k pevnému bodu (kr£me) pomocou dlhej (mäkkej) pruºiny.

Nyquistov vz´ah moºno získa´ aj z fyzikálneho modelu, ktorý sme analyzovali v 5.2.3: Ná-
hodný pohyb kaºdého elektrónu vo vodi£i d¨ºky l, prierezu A, s koncentráciou vodivostných
elektrónov n a elektrickým odporom R, dáva príspevok k ²umovému napätiu ui = Re

l vi,
kde vi je náhodná rýchlos´ elektrónu. Autokorela£ná funkcia rýchlosti náhodného pohybu
(pod©a 5.2.3) je

Kvv(τ) =
kBT

m
e
−|τ |
τr

a teda (jednostranná) napä´ová spektrálna hustota ²umového výkonu je (pod©a Wienerovej-
Chin£inovej teorémy)

S+(ω) = 2 · 2
∫ ∞

0
Kuu(τ) cosωτdτ = 4

(
Re

l

)2 ∫ ∞
0

Kvv(τ) cosωτdτ

(prvý faktor 2 zoh©ad¬uje rovnos´ S+(ω) = 2S(ω) a druhý faktor 2 párnos´ autokorela£nej
funkcie), £o po dosadení (pozri 5.2.3) vedie na

S+(ω) = 4

(
Re

l

)2 kBT

m

τr
1 + (ωτr)2

∼= 4

(
Re

l

)2 kBT

m
τr

(pre ωτr � 1, £o je obor platnosti Nyquistovho vz´ahu). K celkovej napä´ovej spektrálnej
hustote výkonu 〈u2

N 〉 v danom intervale frekvencií ∆ν prispieva nAL elektrónov vo vodi£i,
a teda 〈u2

N 〉 = nAlS(ν)∆ν. Po dosadení, a s uváºením, ºe R = l
A

m
ne2τr

(Drude), dostávame
Nyquistov vz´ah

〈u2
N 〉 = 4kBT∆ν
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5.3.2 Výstrelový ²um

Pôvod výstrelového ²umu tkvie v diskrétnom charaktere náboja - na mikroskopickej
úrovni má prenos náboja stochastický charakter. Na makroskopickej úrovni teda hodnota
prúdu kolí²e okolo svojej strednej hodnoty, a túto variáciu nazývame ²umom. Predpokla-
dajme detek£né zariadenie registrujúce tok náboja v podobe diskrétnych impulzov

i(t) =
∑
k

qδ(t− tk)

kde tk sú £asy náhodného "dopadu" náboja q (z de�nície prúdu za daný £as zaregistruje
detek£né zariadenie v priemere i/q "dopadov").

Autokorela£ná funkcia prúdu

Ki(τ) = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
i(t)i(t+ τ)dt

ur£uje jednostranné ²umové spektrum

Si(ω) = 2

∫ ∞
−∞

Ki(τ)e−iωτdτ

vo význame strednej kvadratickej hodnoty (resp. variancie, ke¤ºe stredná hodnota je nu-
lová) ²umového prúdu na jednotkový frekven£ný interval, Si(ω) = i2/∆ω. Uvaºujeme len
fyzikálne rozumné kladné frekvencie (obojstranná spektrálna hustota je párna funkcia, a
teda jej jednostranné vyjadrenie pre ω > 0 je jej dvojnásobkom - inými slovami: kladné a
záporné frekvencie prispievajú rovnako), odtia© faktor 2.

Dosadením prúdu v tvare δ-impulzov dostávame

Ki(τ) = lim
T→∞

q2

T

∑
k

∑
k′

∫ T

−T
δ(t− tk)δ(t− tk′ + τ)dt = lim

T→∞

q2

T

∑
k

∑
k′

δ(tk − tk′ + τ)

Predpokladajme po dobu integrovania (od−T po T )N prípadov, ke¤ tk = tk′ , príspevok do
integrálu od týchto prípadov je Nδ(τ). Pre tk 6= tk′ sú jednotlivé príspevky v dvojitej sume
rozloºené v £ase náhodne, a po patri£nom ustrednení sa vynulujú (exaktný matematický
dôkaz tohto tvrdenia je zloºitý).

Prúdová autokorela£ná funkcia má teda tvar

Ki(τ) =
q2N

T
δ(τ) = qiδ(τ)

kde i = qN
T . Odpovedajúca spektrálna hustota je teda

Si(ω) = 2qi

£o je tzv. Schottkyho vz´ah. Spektrálna hustota výstrelového ²umu je teda frekven£ne
nezávislá - výstrelový ²um je biely.

Spektrálna hustota výstrelového ²umu je teda lineárnou funkciou (strednej hodnoty) prúdu,
pri£om do koe�cientu úmernosti vstupuje prená²aný náboj, ktorý môºe by´ rôzny od e.
V prípade supravodivého prúdu tunelujúceho josephsonovským spojom q = 2e, zaujímavé
výsledky dáva aj kvantový Hallov jav. Meranie spektrálnej hustoty ²umu teda poskytuje
priamu informáciu o charaktere nosi£ov náboja.

Treba zdôrazni´, ºe výstrelový ²um nezávisí od teploty, a teda nedá sa eliminova´ zniºovaním
teploty systému (ako v prípade tepelného ²umu).

�asto sa v literatúre uvádza, ºe výstrelový ²um existuje len pri jednosmernom prúde,
alebo ºe absentuje v metalických rezistoroch. Takéto tvrdenia treba chápa´ v tom zmysle,
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ºe nie sú vytvorené dobré podmienky pre jeho pozorovanie (napr. kvôli nepruºnému rozp-
tylu elektrónov na fonónoch v makroskopických kovových sú£iastkach, £ím dochádza k
vyhladeniu �uktuácií tohto druhu). Výstrelový ²um je dobre pozorovate©ný v tunelových
²truktúrach, Shottkyho diódach a pn-prechodoch, ale tieº v mezoskopických ²truktúrach a
nano²truktúrach.

5.3.3 1/f ²um

Pod pojmom 1/f ²um rozumieme v²etky druhy ²umov, ktoré (na rozdiel od bieleho ²umu)
majú výraznú frekven£nú závislos´ spektrálnej hustoty v tvare 1/να (ν - frekvencia v Hz,
tieº ozna£ovaná f), kde α ≈ 1. Takýto ²um sa vyskytuje v rôznych systémoch (fyzikálnych,
biologických, sociologických), a jeho prí£iny a mechanizmy sú rozmanité (£asto nejasné).
Matematický opis takýchto procesov spravidla vychádza z predstavy poissonovského NP
charakterizovaného exponenciálnou relaxáciou udalostí v náhodných £asoch tk

x(t) = x0e
−λt

FT takejto série náhodných udalostí je

X(ω) =

∫ ∞
−∞

∑
k

x(t− tk)e−iωtdt

a pre výkonové spektrum platí

S(ω) = lim
Θ→∞

1

2Θ
〈|X(ω)|2〉 =

x2
0n

λ2 + ω2

kde n je stredná frekvencia, s akou nastávajú udalosti (£asy tk), a Θ je doba merania.

Ak predpokladáme procesy s istým rozptylom hodnôt relaxa£nej kon²tanty λ rovnomerne
rozloºených v intervale 〈λ1, λ2〉, pri£om λ1 → 0 a λ2 →∞, potom

S(ω) = lim
λ1→0

lim
λ2→∞

∫ λ2

λ1
Sλ(ω)dλ = lim

λ1→0
lim
λ2→∞

∫ λ2

λ1

x2
0n

λ2 + ω2
dλ =

πx2
0n

2ω
=
x2

0n

4ν

1/f ²um teda dominuje v spektrálnej hustote celkového ²umu pri nízkych frekvenciách, pri
vy²²ích frekvenciách je jeho príspevok "utopený" v bielom ²ume, hrani£ná frekvencia je
pre rôzne druhy 1/f ²umu rôzna.

Pod©a systému, v ktorom sa 1/f ²um objavuje, sa pre¬ pouºívajú rôzne ozna£enia:

Prakticky vo v²etkých elektronických systémoch sa stretávame s blikavým ²umom (�ic-
ker noise). Jeho prí£iny sú rôzne (generácia a rekombinácia elektrón-dierových párov v
polovodi£och, ne£istoty a defekty ²truktúry, a pod.). Podobne ako výstrelový ²um, aj bli-
kavý ²um je viazaný na jednosmerný prúd.

Praskavý ²um (burst noise, popcorn noise) má charakter skokových prechodov medzi
dvoma alebo viacerými napä´ovými (resp. prúdovými) hladinami (pre svoj charakter sa
tieº nazýva telegrafným ²umom). Jeho prí£inou sú efekty záchytu a náhleho uvo©nenia
nosi£ov náboja, defekty ²truktúr, a pod.

Fluktuujúca vodivos´ nedokonalých kontaktov v elektronických systémoch je zdrojom kon-
taktného ²umu.

78



5.3.4 �umová ²írka pásma

Reálne systémy prená²ajúce signál (i ²um) sú charakterizované svojou prenosovou charak-
teristikou H(iω), ur£ujúcou ve©kos´ preneseného signálu na danej frekvencii (tj. prenesený
výkon v jednotkovom frekven£nom intervale). Výsledná hladina ²umu (²umového výkonu)
na výstupe systému je daná integráciou spektrálnej hustoty cez v²etky frekvencie, s oh©a-
dom na H(iω) systému.

Ekvivalentná ²umová ²írka pásma reálneho systému je de�novaná pre biely ²um ako
²írka pásma priepustnosti takého ideálneho �ltra (tj. �ltra prepú²´ajúceho s kon²tantnou
amplitúdou v istom intervale frekvencií a s nulovou amplitúdou mimo tohto intervalu), tak
aby plochy pod krivkami |H(iω)|2 reálneho a ideálneho systému boli rovnaké (tj. rovnaký
celkový prenesený výkon bieleho ²umu)

B[Hz] =
1

2π|Hmax|2
∫ ∞

0
|H(iω)|2dω

(Ekvivalentným ideálnym �ltrom je �lter s prenosovou charakteristikou |H(iω)| = |Hmax|
v intervale B a |H(iω)| = 0 mimo neho).

Pr.:
�umová ²írka pásma jednopólového (−20dB/dek) dolnofrekven£ného �ltra (RC)

H(iω) =
1

1 + i ωω0

|H(iω)| = 1√
1 + ω2

ω2
0

Hmax = 1

(pre RC �lter je ω0 = ω|−3dB = 1
RC )

B =
1

2π

∫ ∞
0

dω

1 + ω2

ω2
0

=
ω0

2π

[
arctan

{
ω

ω0

}]∞
0

=
π

2

ω0

2π
=
π

2
ν0

Podobným spôsobom sa dá ukáza´, ºe ²umová ²írka pásmového �ltra je B = π
2 ∆ν, kde ∆ν

je ur£ené rozdielom hornej a dolnej ω|−3dB.

Pre �ltre vy²²ieho rádu (viacpólové) sa koe�cient B
∆ν , resp.

B
ν0

s narastajúcim po£tom pólov
zmen²uje z hodnoty π

2 = 1, 57 k hodnote 1.

5.3.5 �umová teplota, pomer signál/²um, ²umový faktor, ²umové £íslo

V prípade tepelného ²umu sme ukázali, ºe maximálny ²umový výkon dissipatívneho prvku
(dodaný do prispôsobenej zá´aºe) na jednotkový interval frekvencií

p =
Ppz
∆ν

= kBT

závisí len od teploty. To nám dovo©uje de�nova´ ²umovú teplotu dissipatívneho prvku/systému
ako jednozna£nú mieru dostupného ²umového výkonu. Takto de�novaná veli£ina potom
kvanti�kuje zdroj ²umu, a to aj v prípade ked charakter ²umu nie je tepelný.
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Kaºdý reálny zdroj signálu je sú£asne aj zdrojom ²umu. Dôleºitou charakteristikou reálneho
signálu je preto pomer signál/²um SNR (signal to noise ratio, tieº niekedy ozna£ovaný
S/N)

SNR =
pS
pN

kde pS , pN sú výkony signálu a ²umu v danom (tom istom) frekven£nom intervale, vyjad-
rené v lineárnej alebo logaritmickej ²kále (dB)

p(dB) = 10 log p SNR(dB) = 10 logSNR = 10(log pS − log pN ) = pS(dB)− pN (dB)

Pre amplitúdy signálu a ²umu, XS a XN , platí

SNR =

(
XS

XN

)2

SNR(dB) = 20 log
XS

XN

Kaºdý reálny systém, ktorý sa podie©a na spracovaní signálu (�ltre, zosil¬ova£e, at¤.) je
taktieº zdrojom ²umu, ktorý sa pridáva k ²umu spracovávaného signálu - SNR signálu
sa teda zniºuje. Ve©kos´ (výkon) tohto dodato£ného ²umu závisí od koe�cientu prenosu
(zosilnenia, prenosovej charakteristiky) systému. Ak chceme kvanti�kova´ ²umové vlast-
nosti systému nezávisle na jeho zosilnení (ktoré sa £asto dá uºívate©sky meni´), pouºí-
vame ekvivalentný ²umový model systému, v ktorom sú v²etky vnútorné zdroje ²umu
"presunuté" na vstup systému v podobe ²umovej teploty systému Tsys, a podliehajú ná-
slednému (principiálne nastavite©nému) zosilneniu systémom. Celkové ²umové vlastnosti
sústavy, dané ²umom jeho zdroja so ²umovou teplotou T0 aj ²umom prenosového sys-
tému so ²umovou teplotou Tsys sú potom reprezentované ekvivalentnou ²umovou teplotou

Teq = T0 + Tsys

�umový faktor systému

F =
T0 + Tsys

T0
=
Teq
T0

=
pNeq
pN0

je pomerom celkového ekvivalentného ²umu na vstupe systému pNeq ku ²umu z vonkaj²ieho
zdroja na vstupe systému pN0 . Pre ideálny (ne²umiaci) systém je F = 1. Pre SNR signálu
na vstupe a na výstupe systému so zosilnením G platí

SNRin =
X2
S

X2
N0

=
pS
pN0

SNRout =
G ·X2

S

G ·X2
eq

=
G · pS
G · pNeq

a teda
SNRin
SNRout

=
pNeq
pN0

= F

Ak má by´ ²umový faktor jednozna£nou charakteristikou prenosového systému, �xujeme
teplotu zdroja signálu T0 = 290K.

�umové £íslo (noise �gure) je
NF = 10 logF

a vyjadruje pokles SNR po prechode signálu systémom nezávisle od zosilnenia systému,
pri T0 = 290K.

Pre kaskádu prenosových podsystémov so zosilneniemi G1, G2, G3... a ²umovými teplotami
T1, T2, T3... je ²umová teplota celého systému so zosilnením G1G2G3...

Tsys = T1 +
T2

G1
+

T3

G1G2
+ ...

²umové £íslo
NF = 10 log

(
1 +

Tsys
290

)
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a ²umový faktor

F = F1 +
F2 − 1

G1
+
F3 − 1

G1G2
+ ...

Je zrejmé, ºe (pri Gi > 0) najvä£²í vplyv na výslednú ²umovú teplotu má prvý stupe¬,
at¤.

5.3.6 �umovový model zosil¬ova£a

Existuje viacero ²umových modelov zosil¬ova£ov, zaloºených na "presunutí" vnútorných
zdrojov ²umu na vstup ideálneho (ne²umiaceho) zosil¬ova£a. Osved£ená je kombinácia zdro-
jov ²umového napätia a prúdu pod©a obrázku.
Vnútorný odpor zdroja signálu RS generuje ²um so
spektrálnou hustotou výkonu SuNS = 4kBTRS . Ekvi-
valentné zdroje ²umového napätia a prúdu zosil¬ovaca
generujú ²um s hustotami výkonu SuNeq a SiNeq .
Celková spektrálna hustota ²umu na vstupe (ideálneho ne²umiaceho) zosil¬ova£a je potom
(pri Ri →∞)

SuNin = 4kBTRS + SuNeq + SiNeqR
2
S

a na jeho výstupe (pri zosilnení G)

SuNout = GSuNin

Ak vstupný odpor zosil¬ova£a Ri <∞, vstupný signál je uSin = uS
Ri

Ri+RS
, a vstupný ²um

je

SuNin = (4kBTRS + SuNeq )

(
Ri

Ri +RS

)2

+ SiNeq

(
RiRS
Ri +RS

)2

Pomer signálu a ²umu na výstupe zosil¬ova£a je

SNRout =
G2u2

Sin

G2SuNin
= ... =

u2
S

4kBTRS + SuNeq + SiNeqR
2
S

a nezávisí od Ri (!)

Pomer signálu ku ²umu moºno optimalizova´ vloºením vhodných impedancií/admitancií do
vstupného obvodu zosil¬ova£a (napr. admitancia paralelne ku iN ). Pri známych ²umových
parametroch zosil¬ova£a (uvádzaných výrobcom alebo odhadnutých zo znalosti architek-
túry zosil¬ova£a) maximalizujeme SNR vzh©adom na tieto vloºené prvky. (Výpo£ty sú
pracné, viaceré rie²enia sú dostupné na internete.)
Jedným zo spôsobov ²umového prispôsobovania je vlo-
ºenie transformátora na vstup zosil¬ova£a. Pri trans-
forma£nom pomere n = u2

u1
sa vnútorný odpor zdroja

signálu transformuje ako n2RS , a teda

SuNin = 4kBTn
2RS + SuNeq + SiNeqn

4R2
S

Potom

SNRout =
u2
Sn

2

4kBTn2RS + SuNeq + SiNeqn
4R2

S

dosahuje maximum pri p4R2
S =

SuNeq
SiNeq

, £ím je ur£ená optimálna hodnota n.
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5.3.7 Akumulácia signálu

V prípadoch, ke¤ je moºné opakovane registrova´ rovnaký signál (napr, ak sa signál mení
pomaly v porovnaní s dobou viacnásobného snímania), je výhodné s£ítava´ opakovane re-
gistrovaný signál. Pri n-násobnej akumulácii amplitúda signálu narastie n-násobne (navy²e
dochádza k "samooprave" prípadných porúch signálu), kým stredná amplitúda ²umu na-
rastá len

√
n-krát (kvôli jeho náhodnému charakteru). Pomer signál-²um teda n-násobne

narastá. Treba si uvedomi´, ºe n-násobné pred¨ºenie merania je analogické n-násobnému
zúºeniu ²írky pásma snímania signálu (a ²umu).

5.3.8 Fázovo-citlivá detekcia

Hlavným problémom zosil¬ovania slabých signálov z h©adiska ²umov je ²irokopásmovos´
zosil¬ova£ov. Pri ²írke pásma ≈ 100kHz aj kvalitný zosil¬ova£ s (ekvivalentným) ²umo-
vým napätím na vstupe ≈ 5nV/

√
Hz predstavuje celkovú vstupnú hladinu ²umu (pred

zosilnením)
√

105 · 5nV ≈ 1.5µV , a teda znemoº¬uje registrova´ slab²ie signály. Pridaním
(realizovate©ného) pásmového �ltra s kvalitou Q ≈ 100 v okolí frekvencie ν0 sa ²írka pásma
zúºi na ∆ν = ν0/Q, £o napr. pri ν0 = 10kHz predstavuje celkové ekvivalentné vstupné
²umové napätie ≈ 50nV (tj. hodnota odpovedajúca výstupnej hladine ²umu predelenej zo-
silnením sústavy). Pre meranie signálov na úrovni jednotiek nV je teda nevyhnutné ¤al²ie
zúºenie pásma prenosu.

Rie²ením je fázovo-citlivá (synchrónna) detekcia
(PSD), zaloºená na násobení meraného signálu u(t)
a referen£ného signálu ur(t), a následná integrácia,
pod©a schémy na obrázku. Sústava prakticky realizuje
korela£nú funkciu meraného a referen£ného signálu

uout(t) =

∫ t

0
u(t′)ur(t− t′)dt′

Ako integrátor môºe v najjednoduch²om prípade slúºi´ oby£ajný RC-obvod s impulznou
charakteristikou h(t) = 1

τ e
−t/τ a £asovou kon²tantou τ = RC (kap. 4.3.1). Jeho výstupný

signál y(t) je konvolúciou h(t) so vstupným signálom x(t)

y(t) =

∫ t

0
x(t− t′)h(t′)dt′ x(t) = u(t)ur(t− t′)

Pre dostato£ne ve©ké τ je e−t/τ ∼= 1 po celú dobu integrovania, a y(t) ∼= 1
τ

∫ t
0 x(t′)dt′.

Vo frekven£nej oblasti je prenosovou charakteristikouRC-obvoduH(iω) = 1
1+iωτ = 1

1+iω/ωh
,

kde ωh = 1
RC je hrani£nou frekvenciou zhora obmedzujúcou prenos signálu (dolnofrek-

ven£ný �lter). Ak vstupným aj referen£ným signálom sú harmonické signály u(t) = US sinωt
a ur(t) = Ur sin(ωrt+ θ), potom

u(t)ur(t) = ... =
1

2
USUr{cos([ω − ωr]t− θ)− cos([ω + ωr]t+ θ)}

a po integrácii (prechode RC-�ltrom) dostávame (s vyuºitím ortogonality funkcie sin)
jednosmerný výstupný signál

Uout =
1

2
USUr cos θ len ak ωr = ω

Pri �xovanej amplitúde Ur získavame jednosmerné napätie úmerné amplitúde meraného
(harmonického) signálu US . V skuto£nosti (integrujeme kone£ný £as) je výstup nenulový
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pre |ωr − ω| < ωh. Ak je vstupný signál za²umený, u(t) = uS + uN , integrácia uruN dá
nenulový príspevok len v intervale |ωr − ωN | < 1/τ . Pri τ ≈ 1s dostávame (ekvivalentnú)
vstupnú hladinu ²umu ≈ nV . Nastavením dostato£ne ve©kej £asovej kon²tanty integrácie
teda vieme extrémne zúºi´ ²umovú ²írku pásma (£o v²ak moºno pouºi´ len pre ve©mi
pomaly sa meniace signály).

Prela¤ovaním referen£nej frekvencie ωr dokáºeme teda získa´ frekven£né spektrum vstup-
ného signálu. PSD sa £asto pouºíva v reºime, ke¤ referen£ným signálom (po prípadnom
zosilnení) priamo budíme skúmaný systém, a výstupný signál z neho je (po prípadnom
impedan£nom prispôsobení) vstupným signálom do PSD. Pridaním druhého PSD s refe-
ren£ným signálom ur2 posunutým vo£i ur1 vo fáze o π/2 dostávame dvojicu jednosmerných
výstupných napätí

Uout1 ∼ US cos θ Uout2 ∼ US sin θ US ∼
√
U2
out1 + U2

out2 θ = arctan
Uout2
Uout1

Pri správnom sfázovaní dostávame priamo reálnu aj imaginárnu zloºku systémovej preno-
sovej charakteristiky H(iω).

Pozn.: V niektorých variantoch PSD je referen£ný signál obd¨ºnikový, £o znamená, ºe k
výslednému jednosmernému napätiu prispievajú aj vy²²ie harmonické ωr s váhou danou
fourierovskými koe�cientami obd¨ºnikového signálu.
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6. METÓDY ANALÝZY

LINEÁRNYCH SIETÍ

6.1 ANALÝZA AUTONÓMNYCH LINEÁRNYCH SIETÍ

6.1.1 Kirchho�ove zákony

Jednotlivé elektronické prvky (zdroje i spotrebi£e) navzájom poprepájané tvoria elektrickú
sie´. Spojnica troch a viac prvkov sa nazýva uzol, úseky medzi uzlami sa nazývajú vetvy,
a pospájaním úsekov v sieti vznikajú slu£ky. Jednotlivým uzlom prira¤ujeme elektrický
potenciál (napätie vo£i tzv. referen£nému uzlu) a jednotlivým vetvám, resp. slu£kám
prira¤ujeme prúd. Siete nazývame autonómnymi ak tvoria uzavretý celok (sú napájané
zdrojmi vo vnútri siete). Po£et neznámych v sieti s n uzlami a m vetvami je teda m+n−1
(jeden z uzlov je referen£ný), ale len m − (n − 1) vetiev je nezávislých, a presne to©ko je
nezávislých slu£iek.

Pri analýze siete vychádzame zo zov²eobecneného Ohmovho zákona (pre impedancie) a
Kirchho�ových zákonov

U = ZI
∑

I = 0 v uzle
∑

U = 0 v slu£ke

Ak sa v slu£ke nachádza induk£nos´, dodávame k nej ekvivalentný zdroj indukovaného
napätia. Cie©om je identi�kova´ prúdy (smer a ve©kos´) vo v²etkých úsekoch, a tým poten-
ciálové spády na v²etkých prvkoch. Pritom je uºito£né (kvôli zníºeniu rizika omylu) riadi´
sa nieko©kými zásadami:

- V kaºdej vetve ur£íme ²ípkou smer po£ítaného prúdu (ak výjde pri výpo£te jeho hodnota
záporná, je smer skuto£ného prúdu opa£ný).

- n − 1 rovníc (pre uzly) zostavíme z 1. Kirchho�ovho zákona, prúdy vstupujúce do uzla
po£ítame ako kladné.

- Zvy²ných m− (n− 1) rovníc zostavíme z 2. Kirchho�ovho zákona. Je pritom vhodné, ak
po£ítame napä´ové spády v jednotlivých slu£kách v rovnakom zmysle otá£ania.

- Napä´ové spády na jednotlivých pasívnych prvkoch povaºujeme za kladné ak navrhnutý
prúd cez ne má smer otá£ania.

- Vnútené napätia (zdroje) povaºujeme za kladné ak sú polarizované v smere otá£ania.
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• Príklad:

a: I6 − I3 − I1 = 0 I: R1I1 +R2I2 +R6I6 = U0

b: I3 − I4 − I5 = 0 II: R3I3 +R5I5 −R1I1 = 0

c: I1 + I5 − I2 = 0 III: R4I4 −R2I2 −R5I5 = 0

uzol d je referen£ný

Neznáme sú prúdy vo vetvách I1 − I6, po£ítame sústavu 6 rovníc o 6 neznámych.

I1 I2 I3 I4 I5 I6 U∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 −1 0 0 1
0 0 1 −1 −1 0
1 −1 0 0 1 0
R1 R2 0 0 0 R6

−R1 0 R3 0 R5 0
0 −R2 0 R4 −R5 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0
U0

0
0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Neznáme Ik = Dk

D , kde v Dk sa st¨pec Ik nahradí st¨pcom U .

Pozn.: Tento obvod je Wheatstonov mostík na meranie neznámeho odporu (jedného z R1−
R4). Mostík je vyváºený ak I5 = 0, £omu odpovedá R1

R2
= R3

R4
.

6.1.2 Trans�gurácia siete

Pri analýze siete je niekedy výhodné £asti reálnej siete nahradi´ ekvivalentným �ktívnym
zapojením - trans�gurácia. Najjednoduch²ím prípadom trans�gurácie je náhrada sériového
a paralelného zapojenia odporov (impedancií) ekvivalentným výsledným odporom (impe-
danciou).

Ak v sieti existujú 3 uzly prepojené odpormi do trojuholníka, môºe sa rie²enie u©ah£i´
premenou trojuholníka na rovnocennú trojramennú hviezdu, a naopak. Potenciály uzlov
pripojených na okolitú sie´, ani odpory medzi nimi, sa pritom nezmenia.

Obe schémy sú k okolitej sieti pripojené v uzloch 1 a 3, v náhradnom hviezdicovom zapojení
je uzol 2 nepripojený k okolitej sieti - uzly 0 a 2 sú na rovnakom potenciáli (odporom R2

nete£ie prúd).

Z 4 : U23
R23

= U
R12+R23

⇒ U23 = U R23
R12+R23

z ? : U23 = U03 = IR3

Z 4 : U = IR = I[R13 ‖ (R12 +R23)] ⇒ U23 = ... = I R13R23
R12+R23+R13

Porovnaním 4 a ? : R3 = R13R23
R12+R23+R13

Analogicky R1 = R12R13
R12+R23+R13

R2 = R12R23
R12+R23+R13
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Spätné vz´ahy môºeme odvodi´ algebricky, alebo z nasledujúcej úvahy:
Ak by sme v oboch zapojeniach skratovali uzly 2 a 3, tiekol by medzi nimi prúd I23:

Z 4 : I23 = U
R12

Z ? : U03 = R2R3
R2+R3

U

R1+
R2R3
R2+R3

= U R2R3
R1R2+R2R2+R1R3

⇒ I23 = U03
R2

= U R3
R1R2+R2R2+R1R3

Porovnaním: R12 = R1 +R2 + R1R2
R3

Analogicky R23 = R2 +R3 + R2R3
R1

R13 = R1 +R3 + R1R3
R2

Obecne moºno n-ramennú hviezdu nahradi´ n-uholníkom, naopak to platí len pre n = 3.

Pri lineárnych aktívnych dvojpóloch (LAD) £asto pouºívame aj náhradné schémy pod©a
Theveninovej, resp. Nortonovej teorémy.

6.1.3 Metóda obvodových prúdov

Namiesto prúdov v jednotlivých úsekoch siete po£ítame obvodové prúdy (OP) v slu£kách.

I1 = II I4 = II − III
I2 = III I5 = III − IIII
I3 = IIII I6 = −III

Prúdy vo vetvách sú lineárnou kombináciou obvodových prúdov.

Z 2. Kirchho�ovho zákona:

R1II +R3(II − III) = U1 (R1 +R3)II −R3III = U1

R2III +R3(III − II) = U2 −R3II + (R2 +R3)III = U2

Vo v²eobecnosti dostávame sústavu nehomogénnych algebrických rovníc

r11II + r12III + ...r1sIs = −U11

...
rs1II + rs2III + ...rssIs = −Uss

kde

rii =
∑
Ri (> 0 !) v i-tej slu£ke

rij = rji - odpory spolo£né i-tej a j-tej slu£ke
rij > 0 ak i-tý a j-tý obvodový prúd majú rovnaký smer cez daný odpor
rij < 0 ak i-tý a j-tý obvodový prúd majú opa£ný smer cez daný odpor

Uii - algebrický sú£et (tj. s oh©adom na polaritu) napätí v i-tej slu£ke
znamienko + ak smer napätia a i-tého obvodového prúdu sú rovnaké
znamienko - ak smer napätia a i-tého obvodového prúdu sú rôzne
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• Príklad

II III IIII U∣∣∣∣∣∣∣
R1 +R2 +R6 −R1 −R2

−R1 R1 +R3 +R5 −R5

−R2 −R5 R2 +R4 +R5

∣∣∣∣∣∣∣
U0

0
0

∣∣∣∣∣∣∣
vyváºenie mostíka I5 = III − IIII = D2−D3

D = 0

6.1.4 Metóda uzlových potenciálov

Prúdy v jednotlivých úsekoch sú dané rozdielmi potenciálov uzlov (UP) vymedzujúcich
úsek. Potenciál zvoleného referen£ného uzla = 0.

ϕa − ϕc = ϕa = U1 −R1I1

ϕa − ϕc = ϕa = −R4I4

ϕa − ϕb = R6I6

ϕa − ϕb = −U5 +R5I5

ϕb − ϕc = ϕb = −U3 −R3I3

ϕb − ϕc = ϕb = U2 −R2I2

I1 = (U1 − ϕa)G1

I4 = −ϕaG4

I6 = (ϕa − ϕb)G6

I5 = (ϕa − ϕb + U5)G5

I3 = (U3 + ϕb)G3

I2 = (U2 − ϕb)G2

Odpory (impedancie) nahrádzame vodivos´ami
(admitanciami).

Z 1. Kirchho�ovho zákona:

Pre uzol a: I1 + I4 − I5 − I6 = 0

Pre uzol b: I2 + I5 + I6 − I3 = 0

Po dosadení:

(G1 +G4 +G5 +G6)ϕa − (G5 +G6)ϕb = G1U1 −G5U5

−(G5 +G6)ϕa + (G2 +G3 +G5 +G6)ϕb = G2U2 −G3U3 +G5U5

Vo v²eobecnosti dostávame sústavu nehomogénnych algebrických rovníc

g11ϕ1 − g12ϕ2 − ...− g1sϕs =
∑

1GU, I
...

−gs1ϕ1 − gs2ϕ2 − ...+ gssϕs =
∑
sGU, I

kde

gii =
∑
Gi (> 0 !) prostý sú£et v²etkých vodivostí zbiehajúcich sa do uzla i

gij = gji - prostý sú£et vodivostí medzi i-tým a j-tým uzlom∑
iGU, I - algebrický sú£et sú£inov vodivostí a napätí zdrojov, resp. prúdov zdrojov,

zbiehajúcich sa do uzla i
znamienko + ak prúd zo zdroja smeruje do uzla
znamienko - ak prúd zo zdroja smeruje od uzla
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• Príklad
uzol d je referen£ný

ϕa ϕb ϕc
∑
GU∣∣∣∣∣∣∣

G1 +G3 +G6 −G3 −G1

−G3 G3 +G4 +G5 −G5

−G1 −G5 G1 +G2 +G5

∣∣∣∣∣∣∣
G6U0

0
0

∣∣∣∣∣∣∣
vyváºenie mostíka ϕb − ϕc = Db−Dc

D = 0

Ak sa v úseku slu£ky nachádza ideálny zdroj napätia, zapojenie sa nezmení pri presunutí
tohto zdroja na ©ubovo©né miesto slu£ky tak, aby sa sú£et potenciálových spádov v ºiadnej
(pomyselnej) slu£ke nezmenil (2. Kirchho�ov zákon).

Transformáciou na obrázku sa uzly b a c stotoºnia - po£et neznámych potenciálov sa teda
redukuje.

6.1.5 Princíp superpozície

Ak je lineárny systém vystavený pôsobeniu viacerých nezávislých signálov, odozva systému
je superpozíciou odoziev na jednotlivé signály. Prúdy v jednotlivých úsekoch siete obsa-
hujúcej viac zdrojov sú algebrickými sú£tami prúdov od jednotlivých zdrojov. �iastkový
prúd od daného zdroja po£ítame pri vyradených ostatných zdrojoch (tj. nahradených ich
vnútornými odpormi).

• Príklad I3 =?

I ′3 : I1 = U1
R1+R2||R3

I1R2||R3 = I ′3R3 I ′3 = U1R2
R1R2+R1R3+R2R3

I ′′3 : I2 = U2
R2+R1||R3

I2R1||R3 = I ′′3R3 I ′′3 = U2R1
R1R2+R1R3+R2R3

I3 = I ′3 + I ′′3

Metódy OP a UP sú výhodné v prípadoch sietí budených zdrojmi rovnakého £asového prie-
behu (jednosmernými alebo harmonickými s rovnakou frekvenciou), sú v²ak nepouºite©né
pre zdroje rôznych £asových priebehov - jedinou pouºite©nou metódou je vtedy princíp
superpozície.
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6.1.6 Siete so striedavým napájaním

Pri sie´ach obsahujúcich zdroje striedavého napätia (prúdu) a reaktívne prvky (cievky,
kondenzátory) je vhodné pouºíva´ komplexné veli£iny - znamená to prechod od odporov
k impedanciám (zahr¬ujúcim aj impedancie reaktívnych prvkov). Pri metódach OP a UP
nahrádzame matice odporov, resp. vodivostí impedan£nými, resp. admitan£nými maticami.
Vzh©adom na to, ºe impedancie sa skladajú ako odpory (sériové a paralelné zapojenia),
výhodnej²ie je pracova´ s impedanciami namiesto admitancii, £o uprednost¬uje metódu OP.

Impedan£ná matica v metóde OP má teda ²truktúru:

zii - sú£et v²etkých impedancií i-tej slu£ky
± iω2M pre kaºdú dvojicu magneticky viazaných cievok v i-tej slu£ke
(± pri rovnakej/nerovnakej orientácii vo£i príslu²nému obvodovému prúdu)

zij = zji - sú£et v²etkých impedancií v spolo£nom úseku i-tej a j-tej slu£ky
(so znamienkom ± pri rovnakej/nerovnakej orientácii obvodových prúdov v úseku)
± iω2M pre kaºdú dvojicu magneticky viazaných cievok v spolo£nom úseku
(± pod©a vzájomnej orientácie cievok)
± iωMij pre jednu zo vzájomne viazaných cievok v i-tej a druhú v j-tej slu£ke
(± pri rovnakej/nerovnakej orientácii cievky vo£i príslu²nému obvodovému prúdu)

• Príklad
z11 = R0 + 1

iωC1
+ iωL1

z22 = R1 +R2 + 1
iωC1

+ 1
iωC2

+ iω(L1 + L2 + 2M12)

z33 = R2 +R3 +R4 + 1
iωC2

+ iωL3

z44 = R4 +R5 + 1
iωC3

+ iω(L3 + L4)

z12 = − 1
iωC1

− iω(L1 +M12)

z13 = −iωM13 z14 = iωM13

z23 = −R2 − 1
iωC2

+ iω(M13 +M23)

z24 = −iω(M13 +M23) z34 = −R4 − iωL3

• Skladanie viazaných cievok

z11II + z12III = 0

z21II + z22III = U

z11 = iω(L1 + L2 ± 2M)

z22 = iωL2

z12 = z21 = −iω(L2 ±M)

(± pod©a väzby cievok)

• Náhradná schéma transformátora

(schéma sa nezmení prepojením spodných (náhradná schéma)
pólov oboch cievok).

U1 = (R1 + iωL1)I1 + iωMI2 Z1,2 = R1,2 + iωL1,2

U2 = iωMI1 + (R2 + iωL2)I2 I1 + I2 − I3 = 0
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(náhradná schéma)

ZM = ±iωM (súhlasne/nesúhlasne vinuté cievky)

U1 = Z1I1 + ZMI2 = Z1I1 + ZM (I3 − I1) =
= (Z1 − ZM )I1 + ZMI3

U2 = ZMI1 + Z2I2ZM (I3 − I2) + Z2I2 =
= (Z2 − ZM )I2 + ZMI3

£omu odpovedá kone£ná náhradná schéma

L′1 = L1 ∓M L′2 = L2 ∓M Lv = ±M

6.2 ANALÝZANEAUTONÓMNYCH LINEÁRNYCH SIETÍ

6.2.1 Matice ²tvorpólov

Neautonómne siete, ako sú£asti vä£²ích celkov slúºiacich na prenos a spracovanie signálov,
sú napájané externými zdrojmi signálov na vstupných svorkách, a signál z nich je odoberaný
na výstupných svorkách. Môºu by´ aktívne alebo pasívne, pod©a toho £i obsahujú alebo
neobsahujú aktívne prvky (zdroje energie). Nezaujímame sa pritom o prúdy v jednotlivých
úsekoch neautonómnych sietí, ale o súbor prenosových charakteristík medzi vstupom a
výstupom.

�ubovo©nú dvojicu z premenných U1, I1, U2, I2 môºeme de�no-
va´ ako nezávislé premenné, a zvy²nú dvojicu ako závislé pre-
menné, a na základe tohto výberu zostavíme príslu²nú sústavu
rovníc.

• Impedan£né rovnice

U1 = f1(I1, I2) = Z11I1 + Z12I2 Systém je opísaný impedan£nou maticou.

U2 = f2(I1, I2) = Z21I1 + Z22I2

Z11 =
(
U1
I1

)
I2=0

vstupná impedancia pri výstupe naprázdno

Z12 =
(
U1
I2

)
I1=0

spätná impedancia pri vstupe naprázdno

Z21 =
(
U2
I1

)
I2=0

prevodová impedancia pri výstupe naprázdno

Z22 =
(
U2
I2

)
I1=0

výstupná impedancia pri vstupe naprázdno

• Admitan£né rovnice

I1 = f1(U1, U2) = Y11U1 + Y12U2 Systém je opísaný admitan£nou maticou.

I2 = f2(U1, U2) = Y21U1 + Y22U2

Y11 =
(
I1
U1

)
U2=0

vstupná admitancia pri výstupe nakrátko

Y12 =
(
I1
U2

)
U1=0

spätná admitancia pri vstupe nakrátko

Y21 =
(
I2
U1

)
U2=0

prevodová admitancia pri výstupe nakrátko
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Y22 =
(
I2
U2

)
U1=0

výstupná admitancia pri vstupe nakrátko

• Kaskádne rovnice
Pri kaskádnych rovniciach je smer I2 opa£ný neº v ostatných systémoch a na schéme.

U1 = f1(U2, I2) = A11U2 +A12I2 Systém je opísaný kaskádnou maticou.

I1 = f2(U2, I2) = A21U2 +A22I2

A11 =
(
U1
U2

)
I2=0

obrátený prenos napätia pri výstupe naprázdno

A12 =
(
U1
I2

)
U2=0

spätná impedancia pri výstupe nakrátko

A21 =
(
I1
U2

)
I2=0

spätná admitancia pri výstupe naprázdno

A22 =
(
I1
I2

)
U2=0

obrátený prenos prúdu pri výstupe nakrátko

• Hybridné rovnice
U1 = f1(I1, U2) = h11I1 + h12U2 Systém je opísaný hybridnou maticou.

I2 = f2(I1, U2) = h21I1 + h22U2

h11 =
(
U1
I1

)
U2=0

vstupná impedancia pri výstupe nakrátko

h12 =
(
U1
U2

)
I1=0

spätný prenos napätia pri vstupe naprázdno

h21 =
(
I2
I1

)
U2=0

prenos prúdu pri výstupe nakrátko

h22 =
(
I2
U2

)
I1=0

výstupná admitancia pri vstupe naprázdno

Medzi prvkami jednotlivých matíc (tj. koe�cientami systémov rovníc) existujú prevodné
tabu©ky (Dodatok C).

6.2.2 Skladanie ²tvorpólov

• Pri spájaní ²tvorpólov pod©a schémy na obrázku je vhodné pouºi´ kaskádne rovnice.(
U1

I1

)
=

(
1A11

1A12
1A21

1A22

)(
U ′1
I ′1

)
(
U ′1
I ′1

)
=

(
2A11

2A12
2A21

2A22

)(
U2

I2

)

(
U1

I1

)
=

(
1A11

1A12
1A21

1A22

)(
2A11

2A12
2A21

2A22

)(
U2

I2

)

Kaskádna matica výsledného ²tvorpólu je teda
(
A
)

=
(

1A
) (

2A
)
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• Pri spájaní ²tvorpólov pod©a schémy na obrázku je vhodné pouºi´ impedan£né rovnice.

I1 = 1I1 = 2I1 U1 = 1U1+ 2U1

I2 = 1I2 = 2I2 U2 = 1U2+ 2U2

Z11 =

(
U1

I1

)
I2=0

=
1U1 + 2U1

I1
=

1U1

1I1
+

2U1

2I1
= 1Z11 + 2Z11

Z12 =

(
U1

I2

)
I1=0

=
1U1 + 2U1

I2
=

1U1

1I2
+

2U1

2I2
= 1Z12 + 2Z12

at¤.

Impedan£ná matica výsledného ²tvorpólu je teda
(
Z
)

=
(

1Z
)

+
(

2Z
)

• Pri spájaní ²tvorpólov pod©a schémy na obrázku je vhodné pouºi´ admitan£né rovnice.

I1 = 1I1+ 2I1 U1 = 1U1 = 2U1

I2 = 1I2+ 2I2 U2 = 1U2 = 2U2

Y11 =

(
I1

U1

)
U2=0

=
1I1 + 2I1

U1
=

1I1

1U1
+

2I1

2U1
= 1Y11 +2 Y11

at¤.

Admitan£ná matica výsledného ²tvorpólu je teda
(
Y
)

=
(

1Y
)

+
(

2Y
)

• Pri spájaní ²tvorpólov pod©a schémy na obrázku je vhodné pouºi´ hybridné rovnice.

I1 = 1I1 = 2I1 U1 = 1U1+ 2U1

I2 = 1I2+ 2I2 U2 = 1U2 = 2U2

h11 =

(
U1

I1

)
U2=0

=
1U1 + 2U1

I1
=

1U1

1I1
+

2U1

2I1
= 1h11 + 2h11

at¤.

Hybridná matica výsledného ²tvorpólu je teda
(
h
)

=
(

1h
)

+
(

2h
)
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6.2.3 Náhradné schémy ²tvorpólov

Impedan£ná sústava rovníc sa dá (pridaním nuly) prepísa´ do tvaru

U1 = (Z11−Z12)I1+Z12(I1+I2) U2 = (Z21−Z12)I1+(Z22−Z12)I2+Z12(I1+I2)

£omu odpovedá náhradná schéma. �ubovo©ný
²tvorpól moºno nahradi´ T-£lánkom pod©a tejto
schémy.

Ak je ²tvorpól pasívny, Z12 = Z21, a zdroj na-
pätia vymizne.

Admitan£ná sústava rovníc sa dá (pridaním nuly) prepísa´ do tvaru

I1 = (Y11+Y12)U1−Y12(U1−U2) I2 = (Y21−Y12)U1+(Y22+Y12)U2−Y12(U2−U1)

(znamienko - pri Y12 v posledných £lenoch kore²ponduje kladnému prúdu v smere poten-
ciálového spádu)

£omu odpovedá náhradná schéma. �ubovo©ný
²tvorpól moºno nahradi´ π-£lánkom pod©a tejto
schémy.

Ak je ²tvorpól pasívny, Y12 = Y21, a zdroj prúdu
vymizne.

6.2.4 Prenosové funkcie ²tvorpólov

Prenos napätia KU = U2
U1

Z admitan£ných rovníc a schémy:

I2 = Y21U1 + Y22U2 = −U2Y ⇒ KU = − Y21
Y22+Y

Prenos napätia naprázdno (Y → 0) : KU0 = −Y21
Y22

Vstupná admitancia Yin = I1
U1

Z admitan£ných rovníc a schémy:

Yin = I1
U1

= Y11 + Y12
U2
U1

= Y11 + Y12KU = Y11 − Y12
Y21

Y22+Y

Pri výstupe naprázdno (Y → 0) : Yin0 = Y11 − Y12Y21
Y22

Pri výstupe nakrátko (Y →∞) : Yin∞ = Y11

Výstupná admitancia bez budenia (Ig = 0, zdroj reprezentovaný Yi) Yout = I2
U2

Z admitan£ných rovníc a schémy:

I1 = Y11U1 + Y12U2 = −U1Yi ⇒ U1 = − Y12
Y11+Yi

U2

I2 = −Y21
Y12

Y11+Yi
U2 + Y22U2 ⇒ Yout = Y22 − Y12Y21

Y11+Yi
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Pri vstupe naprázdno (Yi → 0) : Yout0 = Y22 − Y12Y21
Y11

Pri vstupe nakrátko (Yi →∞) : Yout∞ = Y22

Prenos prúdu KI = − I2
I1

Z admitan£ných rovníc a schémy:
KI = −Y21U1+Y22U2

Y11U1+Y12U2
= −Y21+Y22KU

Y11+Y12KU
= − Y21Y

DY +Y11Y
(DY - determinant admit. matice)

Pri výstupe nakrátko (Y →∞) : KI∞ = −Y21
Y11

6.2.5 Ur£ovanie maticových prvkov meraním

Predpokladajme pasívnu sie´ reprezentovanú kaskádnymi rovnicami

U1 = A11U2 +A12I2

I1 = A21U2 +A22I2

Prvky kaskádnej matice sú:

A11 =
(
U1
U2

)
I2=0

(výstup naprázdno)

A12 =
(
U1
I2

)
U2=0

(výstup nakrátko)

A21 =
(
I1
U2

)
I2=0

(výstup naprázdno)

A22 =
(
I1
I2

)
U2=0

(výstup nakrátko)

Odpor vstupu pri výstupe naprázdno je R10 =
(
U1
I1

)
I2=0

= ... = A11
A21

Odpor vstupu pri výstupe nakrátko je R1k =
(
U1
I1

)
U2=0

= ... = A12
A22

Výstupný odpor vieme vyjadri´ pomocou obráteného kaskádneho systému (zámenou vstupu
a výstupu) s uváºením, ºe pre determinant kaskádnej matice lineárneho pasívneho ²tvorpólu
platí D = 1.

U2 =
D1

D
= ... = A22U1 −A12I1 → U2 = A22U1 +A12I1

I2 =
D2

D
= ... = −A21U1 +A11I1 → I2 = A21U1 +A11I1

Obrátením systému sa mení smer prúdov (zmena znamienka pri prúdoch).

Odpor výstupu pri vstupe naprázdno je R20 =
(
U2
I2

)
I1=0

= ... = A22
A21

Odpor výstupu pri vstupe nakrátko je R2k =
(
U2
I2

)
U1=0

= ... = A12
A11

Kombináciou týchto vz´ahov dostávame

A11 =
R10√

R20(R10 −R1k)
A12 =

R1kR20√
R20(R10 −R1k)

A21 =
1√

R20(R10 −R1k)
A22 =

R20√
R20(R10 −R1k)

Hodnoty vstupného a výstupného odporu ²tvorpólu môºme ur£i´ meraním.

Analogickým postupom, alebo pomocou prevodovej tabu©ky, moºno ur£i´ maticové prvky
v ktoromko©vek systéme.
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6.2.6 Ú£innos´ prispôsobenia za´aºeného ²tvorpólu

Ú£innos´ prispôsobenia za´aºeného ²tvorpólu je daná pomerom
výkonu na zá´aºi ku príkonu na vstupe

η =
P2

P1
P1 = U1I1 P2 = U2I2 U2 = RI2

Prispôsobenie teda moºno meni´ nastavením hodnoty zá´aºe R, v opise prostredníctvom
kaskádnych rovníc

η =
U2I2

(A11U2 +A12I2)(A21U2 +A22I2)
= ... =

R

A11A21R2 +A12A22 + (A11A22 +A12A21)R

Maximalizácia η : dη
dR = 0 R =

√
A12A22
A11A21

=
√
R20R2k

6.2.7 Metóda uzlových potenciálov v neautonómnych prenosových sie-
´ach

Predpokladajme lineárnu prenosovú (neautonómnu) sie´ opísanú metódou UP

g11ϕ1 − g12ϕ2 − ...− g1kϕk =
∑

1GU, I = Iµ1

...
−gk1ϕ1 − gk2ϕ2 − ...+ gkkϕk =

∑
kGU, I = Iµk

Potenciál j-teho uzla sa vypo£íta ako

ϕj =
Dj

D
=
D1j

D
Iµ1 + ...+

Dkj

D
Iµk (rozvoj pod©a j -teho st¨pca)

kde Dkj sú doplnky k determinantu sústavy (vy²krtnutý j-tý st¨pec a k-tý riadok), pri£om
signDkj = (−1)k+j .

Spomedzi v²etkých uzlov 1 pár tvorí vstup systému a 1 pár tvorí výstup systému. �asto
majú oba páry jeden uzol spolo£ný (zvykne by´ zemnený) - je vhodné povaºova´ ho za
referen£ný.

a - vstupný uzol ϕa = U1

b - výstupný uzol ϕb = U2

Potenciály uzlov a, b pod©a metódy UP sú

U1 =
Daa

D
I1 −

Dba

D
I2 U2 =

Daa

D
I1 −

Dbb

D
I2 pri£om U2 = ZI2

(I2 smeruje od uzla - formálne je to sústava impedan£ných rovníc s opa£ným smerom I2 ,
predpokladáme, ºe vnútri siete niet nezávislých prúdových zdrojov.)

Prenosové funkcie potom moºno vypo£íta´ nasledovným spôsobom:

Prenos prúdu KI = I2
I1

= ... = Dab
Dbb+ZD

pri výstupe nakrátko KI =
(
I2
I1

)
Z=0

= Dab
Dbb

Prenos napätia KU = U2
U1

=
Dab
D

I1−
Dbb
D
I2

Daa
D

I1−
Dba
D

I2
= ... = DabZ

Daa,bb+DaaZ
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(DaaDbb −DabDba = D ·Daa,bb)
(Daa,bb - subdeterminant 2. rádu, vy²krtnutý riadok aj st¨pec a aj b)

pri výstupe naprázdno KU =
(
U2
U1

)
Z=∞

= Dab
Daa

Vstupná impedancia Zin = U1
I1

= Daa
D −

Dba
D KI = ... =

Daa,bb+DaaZ
Dbb+DZ

pri výstupe naprázdno (Zin)Z=∞ = Daa
D

pri výstupe nakrátko (Zin)Z=0 =
Daa,bb
Dbb

(Pre ideálnu prenosovú sie´ je Zin = 0, potom U1 = U0.)

Výstupná impedancia

U0 = 0 , vstupný okruh uzatvorený Z0

I1 = −U1
Z0

Zout = −U2
I2

= ... =
Daa,bb+DbbZ0

Daa+DZ0
(Zout)Z0=0 =

Daa,bb
Daa

(Zout)Z0=∞ = Dbb
D

Zout prenosovej siete odpovedá náhradnej impedancii ZN v Theveninovej náhradnej schéme,
pre ktorú UN = (U2)Z=∞ = Dab

D I1 = ... = U0
Dab

Daa+DZ0
(U1 = U0 − Z0I1)

Prenosová impedancia Zp = U2
I1

= ... = DabZ
Dbb+DZ

Prenosová admitancia Yp = I2
U1

= ... = Dab
Daa,bb+DaaZ
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DODATKY
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A Slovník Laplaceovej transformácie

a
s a
n!
sn+1 tn n− prirodzené £.

1
s+a e−at a− komplexné £.

1
(s+a)(s+b) , a 6= b 1

a−b

(
e−bt − e−at

)
1

(s+a)2
te−at

1
(s+a)n

1
(n−1)! t

n−1e−at

ω
s2+ω2 sinωt

ω
(s+a)2+ω2 e−at sinωt
ω

s2−ω2 sinhωt
s

s2+ω2 cosωt
s

(s+a)2+ω2 e−at cosωt
s

s2−ω2 coshωt
1

s2(s+a)
, a 6= 0 1

a2

(
e−at + at− 1

)
1

s(s+a)2
, a 6= 0 1

a2

(
1− e−at − ate−at

)
1

(s2+ω2)2
1

2ω3 (sinωt− ωt cosωt)
1

s(s+a)(s+b) , a 6= b , a, b 6= 0 1
ab + 1

ab(a−b)(be−at−ae−bt)
1

s(s2+ω2)
1
ω2 (1− cosωt)

1
(s+a)(s2+ω2)

1
a2+ω2

(
e−at + a

ω sinωt− cosωt
)

1
(s+a)(s+b)(s+c) , a 6= b 6= c 1

(b−a)(c−a)e
−at + 1

(a−b)(c−b)e
−bt + 1

(a−c)(b−c)e
−ct

1
(s+a)(s+b)2

, a 6= b 1
(a−b)2

{
e−at − [1 + (b− a)t]e−bt

}
1

s2(s2+ω2)
1
ω2 − sinωt

ω3

1
[(s+a)2+ω2]2

1
2ω3 e

−at(sinωt− ωt cosωt)
1

s2(s+a)2
, a 6= 0 1

a2
− 2

a3
+ 1

a2
te−at + 2

a3
e−at

1
(s2+ω2

1)(s2+ω2
2)

1
ω2
2−ω

2
1

(
sinω1t
ω1
− sinω2t

ω2

)
1

s(s+a)3
, a 6= 0 1

a3
−
(
t2

2a + t
a2

+ 1
a3

)
e−at

1
s2(s2+ω2)

1
ω2 − sinωt

ω3

1
s4−ω4

1
2ω3 (sinhωt− sinωt)

1
s3(s2+ω2)

t2

2ω2 − cosωt−1
ω4

1
s(s2+ω2)2

1
ω4 (1− cosωt)− 1

2ω3 t sinωt

1
s(s+a)(s+b)2

, a 6= b , a, b 6= 0 1
ab2
− e−at

a(a−b)2 −
[

t
b(a−b) + a−2b

b2(a−b)2
]
e−bt

1
s2(s2+ω2)2

3
2ω5 sinωt+ 1

2ω4 t cosωt+ 1
ω4 t

s
(s+a)(s+b) , a 6= b 1

a−b(ae
−at − be−bt)

s
(s+a)2

(1− at)e−at
s

(s2+ω2
1)(s2+ω2

2)
1

ω2
2−ω

2
1
(cosω1t− cosω2t)

s
(s2+ω2)2

1
2ω t sinωt

s
s4−ω4

1
2ω2 [coshωt− cosωt]

s2

s4−ω4
1

2ω [sinhωt+ sinωt]
s3

s4−ω4
1
2 [coshωt+ cosωt]

s+a
s2+ω2

√
a2+ω2

ω sin(ωt+ φ) φ = arctan ω
a

s+a
(s+b)2+ω2

√
1 + (a−b)2

ω2 e−bt sin(ωt+ φ) φ = arctan ω
a−b

s+a
s(s+b)2

, a, b 6= 0 a
b

[(
1− a

b

)
t− b

a2

]
e−bt
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B Bodeho grafy

Frekven£ná charakteristika systému n-tého rádu sa dá vyjadri´ v tvare

H(iω) = K
()()...

()()...

kde () sú výrazy (kore¬ové £initele polynómu) typu (1± iωT ), (iω) alebo (ω2
0−ω2 + i2γω).

|H(iω)| = K |()||()|...|()||()|... , 20 log |H(iω)| = 20 logK +
∑
£it 20 log |()| −

∑
men 20 log |()|

Pomer amplitúd výstupného a referen£ného (vstupného) signálu sa spravidla udáva v lo-

garitmickej ²kále v decibeloch (dB): 10 log
(
A
Ar

)2
= 20 log A

Ar
.

Celkový fázový posun ϕ je sú£tom fázových posunov v²etkých £lenov v £itateli mínus sú£et
fázových posunov v²etkých £lenov v menovateli.

�len 20 logK je zosilnenie nezávisiace na frekvencii, fázový posun je 0.

�len (iω) v £itateli reprezentuje diferencujúci £len v dif. rovnici systému - výstupný signál
je daný £asovou zmenou vstupného signálu, jeho ve©kos´ ∼ 20 logω. V rámci jednej dekády
(ω ÷ 10ω) sa zmení o 20 log 10ω − 20 logω = ... = 20, tj. 20dB/dek (decibely na dekádu),
fázový posun je ϕ = arctan ω

0 = arctan∞ = +90.

Miesto dekád sa niekedy pouºivajú oktávy
(zdvojnásobenie frekvencie)

20 log 2ω − 20 logω = 20 log 2 ∼= 6
tj. 6dB/okt

�len (iω) v menovateli reprezentuje in-
tegrujúci £len v dif. rovnici systému -
vstupný signál je daný £asovou zme-
nou výstupného signálu. Jeho ve©kos´ ∼
−20 logω, tj. −20dB/dek, fázový posun je
ϕ = arctan −ω0 = − arctan∞ = −90.

�len (1 + iωT ) v £itateli

20 log |(1 + iωT )| = 20 log
√

1 + ω2T 2

ωT � 1 : 20 log 1 = 0dB - asymptota 0dB

ωT � 1 : 20 log(ωT ) = 20 logω + 20 log T
- asymptota 20dB/dek (20 log T je kon²t.)
- priese£ník s priamkou 0dB pre ω = 1

T

ωT = 1 : 20 log
√

2 = 3dB

ϕ = arctan ωT
1 =


→ 0, ω → 0
= +45, ω = 1/T
→ +90, ω →∞

�len (1 + iωT ) v menovateli
detto " dolu hlavou".

Kvadratický £len (ω2
0 − ω2 + i2γω) v menovateli

Ak mu priradíme do £itate©a kon²tantný £len ω2
0 (dá sa to urobi´ vºdy zahrnutím do K),

dostávame známy výsledok systému 2. rádu :
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20 logω2
0 − 20 log[ω2

0 − ω2 + i2γω]→ 0dB pre ω → 0,

asymptota 20 logω2
0−20 logω2 = kon²t−40 logω pre ω →∞

so sklonom −40dB/dek (12dB/okt),
priese£ník asymptoty s 0dB pri 20 logω2

0 − 20 logω2 = 0,
teda pri ω = ω0,
skuto£ná hodnota pri ω = ω0 je −20 log 2γ

ω0

Kvadratický £len v £itateli - detto " dolu hlavou".

Okrem uvedených £lenov môºe frekven£ná charakteristika obsahova´ aj £leny (1 − iωT )
- v menovateli takéto £leny znamenajú nestabilitu systému (amplitúda neohrani£ene ras-
tie).

Výsledná charakteristika systému je zloºením charakteristík jednotlivých £lenov (fázové
posuvy aj logaritmy amplitúd sa s£ítavajú).

Pr.:
Systém s frekven£nou charakteristikou H(iω) = 20(1+i0,5ω)

iω(1+i0,1ω)

a) kon²tantný £len 20 : 20 log 20 = 26dB, ϕ = 0 v²ade
b) integrujúci £len : 0dB pre ω = 1rad/s, ϕ = −90 v²ade
c) £len s fázovým predstihom: 1

T = 1
0,5 = 2rad/s, ϕ = 0→ +90

d) £len s fázovým oneskorením: 1
T = 1

0,1 = 10rad/s, ϕ = 0→ −90

C Dielektrická funkcia ako prenosová funkcia

Kramersove-Kronigove vz´ahy (KKV) dávajú do súvisu reálnu a imaginárnu £as´ prenoso-
vých funkcií fyzikálnych systémov, tj. komplexných funkcií vyjadrujúcich lineárnu odozvu
systému na vonkaj²í podnet (signál) vo frekven£nej oblasti. Obe £asti komplexnej systé-
movej prenosovej funkcie majú pritom jasný fyzikálny zmysel - akumuláciu a absorpciu
energie signálu systémom. Priradenie týchto vlastností jednotlivým £astiam závisí od kon-
krétnej situácie, tj. de�novania prí£iny a odozvy (vstupného a výstupného signálu). Napr.
v materiálovom vz´ahu (pre izotropné stratové materiálové prostredie)

D(ω) = ε(iω)E(ω)
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je ako vstupný signál de�novaná spektrálna hustota intenzity elektrického po©a E(ω), ako
výstupný signál spektrálna hustota elektrickej indukcie D(ω). Uvedený vz´ah je fourierov-
skou transformáciou konvolúcie

D(t) =

∫ t

−∞
ε(t′)E(t− t′)dt′

£o je vyjadrením (vo v²eobecnosti) nelokálnosti v £ase, £iºe oneskorením odozvy za prí£inou.
Prenosovou funkciou systému je dielektrická funkcia (v konvencii E)

ε(iω) = ε′(ω) + iε”(ω) = ε(ω) + i
σ(ω)

ω

Reálna £as´ prenosovej funkcie tu opisuje schopnos´ systému akumulova´ elektrickú ener-
giu do polariza£ného po©a, kým imaginárna £as´ je mierou vodivostných strát elektrickej
energie.

Naproti tomu, v Ohmovom zákone (pre identické prostredie)

j(ω) = σ(iω)E(ω)

je ako vstupný signál de�novaná spektrálna hustota intenzity elektrického po©a E(ω), ako
výstupný signál spektrálna hustota prúdovej hustoty j(ω), a prenosovou funkciou je kom-
plexná vodivos´

σ(iω) = σ′(ω) + σ”(ω) = σ(ω) + iωε(ω) = iωε(iω)

kde jednotlivým £lenom je priradený rovnaky fyzikálny význam, av²ak v opa£nom poradí.
Stojí za pov²imnutie, ºe sú£in ~E · ~D je mierou hustoty energie akumulovanej v materiáli (v
elektrickom poli), preto funkcia ur£ujúca súvis medzi E a D prednostne (tj. reálnou £as´ou)
vyjadruje akumuláciu energie. Naproti tomu, vz´ah ~E ·~j ur£uje hustotu vodivostných strát,
preto funkcia úmernosti medzi nimi prednostne ur£uje straty.

Z fyzikálneho poh©adu môºe vyvsta´ otázka, £i ~E nie je skôr odozvou neº prí£inou pre ~D.
Platí totiº

~D = ε0
~E+ ~P = ε0(1+χ) ~E ∇· ~D = ρext ε0∇· ~E = ρcelk ∇· ~P = −ρind

kde ρext je hustota náboja externého vo£i prostrediu, teda náboja vyvolávajúceho vonkaj²ie
pole. Nahrádza tak obvyklé ρvo© , ktoré je mätúce v prípade kovov, v ktorých vo©né náboje
vstupujú do indukovanej odozvy na vonkaj²ie pole. V tomto zmysle je ~D vonkaj²ím po©om,
vnútornou odozvou materiálu je ~P , a celkovou odozvou - výsledným po©om v materiáli je
~E. Vz´ahom odozva(ω) = H(iω) · prí£ina(ω) je potom

E(ω) =
1

ε(iω)
D(ω) =

1

ε0(1 + χ(iω))
D(ω) =

1
ε0

1 + ε0χ(iω)
ε0

D(ω)

£o je Blackov vz´ah pre systém so zápornou spätnou
väzbou (kap. 3.2.5),

K(s) =
1

ε0
G(s) = ε0χ(iω)

(Polariza£né pole pôsobí proti polarizujúcemu, výsledné pole v materiáli je men²ie neº
budiace vonkaj²ie pole.) Takýto poh©ad podporuje aj v²eobecná téza, ºe aj pri nulovej
prí£ine môºe existova´ nenulová odozva systému (napr. plazmové kmity), a to na frekvencii,
na ktorej má zov²eobecnená susceptibilita (prenosová charakteristika) pól (nulový bod
menovate©a). Pri plazmovej frekvencii je ε(ω = ωp) = 0, £o odpovedá pólu funkcie 1

ε .
Nespochybnite©nou susceptibilitou (vo vz´ahu P −E) je χ = ε

ε0
−1, pre ktorú platia KKV.
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Z h©adiska experimentu v²ak máme pod kontrolou elektrické pole v materiáli, teda ~E, preto
sa za nezávislú premennú - "prí£inu" povaºuje spravidla ~E.

D Frekven£né �ltre

Frekven£né �ltre sú systémy, ktoré prepú²´ajú len £as´ spektra vstupného signálu, zvy²nú
£as´ spektra pohlcujú alebo odráºajú.

Pod©a typu prená²aného signálu delíme �ltre na analógové (spracovávajúce spojitý signál)
a digitálne (spracovávajúce diskrétny signál).

Pod©a charakteru spektra prepú²´aného (tj. výstupného signálu) rozoznávame:
nízkofrekven£ný priepust (NP) - prepú²´a len nízke frekvencie
vysokofrekven£ný priepust (VP) - prepú²´a len vysoké frekvencie
pásmový priepust (PP) - prepú²´a len frekvencie z istého intervalu
pásmová zádrº (PZ) - prepú²´a len frekvencie mimo istého intervalu

Pásmové �ltre delíme pod©a ²írky pásma na úzkopásmové a ²irokopásmové.

Pod©a typu pouºitých sú£iastok delíme �ltre na pasívne (zloºené s pasívnych prvkov
R,L,C) a aktívne (obsahujúce aktívne prvky - zosil¬ova£e).

Ideálny a reálny �lter

Za ideálny povaºujeme taký �lter, ktorého frekven£ná charakteristika je plochá (nezávislá
na frekvencii) v oblasti prepú²´ania, s ostrou hranou na hraniciach tejto oblasti.

Nech DP má ideálnu prenosovú charakteristiku (a) |H(iω)| = 1 pre −ωh < ω < ωh
= 0 inde

Odpovedajúca impulzná charakteristika (FT) je (b) h(t) = ωh
π

sinωht
ωht

Kauzálnos´ reálneho systému v²ak predpokladá h(t) = 0 pre t < 0 (pri nulovom vstupnom
signále pre t < 0) - toto moºno dosiahnú´ oneskorením v £ase o τ (c), |H(iω)| → e−iωτ ,
pre kone£né τ v²ak h(t) 6= 0 pre t < 0 - nedá sa zostroji´ ideálny �lter.
Prenosové charatkeristiky reálnych �ltrov nie sú nikdy dokonale ploché a hrany majú vºdy
kone£nú strmos´, strmos´ moºno zvy²ova´ len za cenu "prekmitov" prenosovej funkcie (d).

a b c d
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Pre praktické ú£ely sa za oblas´ priepustnosti �ltra povaºuje interval frekvencií s útlmom
< 3dB, a za oblas´ zádrºe interval s útlmom > 40dB - interval frekvencií medzi týmito
oblas´ami je prechodovou oblas´ou.

Pr.:
DP 1. a 2. rádu (pod©a stup¬a £asovej dif. rovnice)
DP 1. rádu: H(iω) = 1

1+iω/ωh
útlm -3dB pri ωh, -20dB/dek pre ω > ωh (a)

(prechodová oblas´ zah¯¬a 2 dekády - oblas´ zádrºe nie je dobre de�novaná)

DP 2. rádu: H(iω) =
ω2
0

(iω)2+i2γω+ω2
0

ωh ≈ ω0 v závislosti od hodnoty γ
Útlm pri ωh môºe by´ nemonotónny v závislosti od γ
−40dB/dek pre ω > ωh

�ím vy²²í je rád �ltra, tým ostrej²ia je prechodová oblas´, tým výraznej²ie sú píky v oblasti
priepustnosti.

E Dôleºité vety z komplexnej analýzy

V tomto dodatku sú uvedené niektoré matematické vety uºito£né pri výpo£te komplexných
charakteristík systémov. Tvrdenia majú in²truktívny charakter, bez nároku na matema-
tickú exaktnos´ a v²eobecnos´ (predpokladáme, ºe nutné podmienky platnosti uvedených
tvrdení sú v rozsahu tu rie²ených úloh splnené).

Veta 1 - Cauchyho integrálna veta:
Nech C je jednoduchá po £astiach hladká uzavretá krivka obopínajúca jednoducho sú-
vislú oblas´ v komplexnej rovine, a f(z) je funkcia komplexnej premennej z analytická
(holomorfná) v celej tejto oblasti. Potom∮

C
f(z)dz = 0

Toto tvrdenie je akceptovate©né intuitívne na základe znalosti výpo£tu ur£itého integrálu
funkcie reálnej premennej ako rozdielu hodnôt primitívnej funkcie v hrani£ných bodoch
integrovania.

Veta 2:
Nech C je jednoduchá po £astiach hladká uzavretá kladne orientovaná (proti smeru hodi-
nových ru£i£iek) krivka obopínajúca jednoducho súvislú oblas´ v komplexnej rovine, obsa-
hujúcu bod p. Potom ∮

C

1

z − p
dz = 2πi

Cauchyho integrálna veta tu neplatí, lebo funkcia 1
z−p nie je de�novaná (a teda ani ana-

lytická) v bode p - bod p nazývame pólom tejto funkcie (funk£ná hodnota v jeho okolí
rastie nad v²etky medze).

Vzorec je zaloºený na tvrdení, ºe (©ubovo©ne zvolenú) krivku C v integráli môºeme nahradi´
kruºnicou C ′ o polomere ε→ 0 so stredom v bode p pod©a nasledujúcej úvahy:
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Uzavretá integra£ná krivka C−C ′ na obrázku neobopína
bod p, preto pod©a Vety 1∮

C−C′

1

z − p
dz = 0

Ke¤ºe zvislé úseky krivky C − C ′ sú navzájom in�ni-
tezimálne vzdialené, ich príspevky sa vynulujú, a teda
príspevok po kladne orientovanej krivke C musí by´ úpl-

ne kompenzovaný príspevkom po záporne orientovanej (v smere hodinových ru£i£iek) kruº-
nici C ′. Integrál po kladne orientovanej C je teda rovný integrálu po kladne orientovanej
C ′.

Na kladne orientovanej kruºnici C ′ je z = p+ εeiϕ, ϕ ∈ (0, 2π).∮
C′

1

z − p
dz =

∫ 2π

0

iεeiϕdϕ

εeiϕ
= ... = 2πi

Veta 3 - Cauchyho integrálny vzorec:
Nech C je jednoduchá po £astiach hladká kladne orientovaná uzavretá krivka obopínajúca
jednoducho súvislú oblas´ v komplexnej rovine, a f(z) je funkcia komplexnej premennej z
analytická v celej tejto oblasti. Potom

1

2πi

∮
C

f(z)

z − p
dz = f(p)

Dôkaz opä´ spo£íva v náhrade C → C ′ in�nitezimálne (ε→ 0) obopínajúcej bod p. Potom∣∣∣∣ 1

2πi

∮
C

f(z)

z − p
dz − f(p)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

2πi

∮
C′

f(z)− f(p)

z − p
dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

2π

∫ 2π

0
(f(z)− f(p))dϑ

∣∣∣∣ ≤ ⊗
⊗ ≤ max{|f(z)− f(p)|}︸ ︷︷ ︸ 1

2π

∫ 2π

0
dϕ→ 0

0 pre ε→ 0

Veta 4 - Cauchyho veta o reziduách:
Nech C je po £astiach hladká uzavretá kladne orientovaná krivka obopínajúca jednoducho
súvislú oblas´ v komplexnej rovine, a f(z) je funkcia komplexnej premennej z analytická v
celej tejto oblasti okrem kone£ného po£tu izolovaných singulárnych bodov - pólov) p1, ...pN .
Potom ∮

C
f(z)dz = 2πi

N∑
k

M(pk)Res{f(z), pk}

kde M(pk) je po£et obopnutí pólu pk krivkou C (+1 pre kaºdé kladne orientované a -1 pre
kaºdé záporne orientované obopnutie). Pre jednoduchý, resp n-násobný pól platí

Res{f(z), pk} = lim
z→pk

(z − pk)f(z)

Res{f(z), pk} =
1

(n− 1)!
lim
z→pk

dn−1

dzn−1
((z − pk)nf(z))

Vyuºitie viet pri výpo£te FT:
Pri výpo£te charakteristík systémov sa stretávame s integrálmi typu

h(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

H(iω)eiωtdω

(spätná FT v konvencii E). Takéto integrály sa ©ahko rie²ia pomocou uvedených viet,
pri£om integrál z komplexnej funkcieH(iω) pod©a reálnej premennej ω v intervale (−∞,∞)
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sa doplní o nulový príspevok na integrál pod©a komplexnej frekvencie ω = ω1 + iω2 po
uzavretej krivke v komplexnej rovine.
Pre t > 0 (£o je fyzikálne rozumná poºiadavka, ke¤ºe predpokladáme h(t) ako odozvu na
δ-impulz v £ase t = 0) je eiωt = eiω1te−ω2t → 0 pre ω2 → +∞ (|eiω1t| = 1), doplnenie do
uzavretej integra£nej £iary je teda polkruºnica v hornej komplexnej polrovine (ω2 > 0) s
polomerom ω →∞. Výsledkom takéhoto integrálu po uzavretej krivke bude sú£et reziduí
funkcie H(iω) pre v²etky jej póly leºiace v hornej polrovine.

Pomocou viet z komplexnej analýzy dokáºeme splnenie Kramersových-Kronigových vz´a-
hov (KKV) pre systém 1. rádu s prenosovou charakteristikou H(iω) = 1

1+iωτ = χ(iω).
Zloºky zov²eobecnenej susceptibility sú

χ′(ω) =
1

1 + (ωτ)2
χ′′(ω) =

−iωτ
1 + (ωτ)2

Treba teda dokáza´ platnos´ vz´ahov (po dosadení do KKV a úprave)

χ′(ω) =
1

πτ

∫ ∞
−∞

ω′dω′

(ω′ − i
τ )(ω′ + i

τ )(ω′ − ω)

χ′′(ω) =
1

πτ2

∫ ∞
−∞

dω′

(ω′ − i
τ )(ω′ + i

τ )(ω′ − ω)

V oboch integráloch ide o podintegrálnu funkciu s pólmi ± i
τ a ω v komplexnej rovine ω′.

Ke¤ºe ide o dostato£ne rýchlo (t.j. rýchlej²ie neº 1
ω′ ) klesajúcu funkciu pre ω′ → ∞, mô-

ºeme tieto integrály cez reálnu os doplni´ o nulový príspevok po polkruºnici o polomere
ω′ → ∞ obopínajúcej hornú polrovinu. Aby sme v²ak mohli aplikova´ vetu o reziduách,
takto vzniknutá uzavretá kladne orientovaná integra£ná dráha nesmie prechádza´ ºiad-
nym singulárnym bodom. Bod ω′ = ω na reálnej osi musí teda integra£ná dráha obís´
po in�nitezimálnej polkruºnici. Pri obídení zhora (t.j. vy¬atí bodu z uzavretej oblasti) je
tento dodato£ný integrálny príspevok polovicou integrálu po záporne orientovanej kruºnici
in�nitezimálne obopínajúcej pól, teda −iπRes{f(ω′), ω}. Tento príspevok je treba od£íta´
od integrálu po uzavretej krivke obopínajúcej hornú polrovinu s jediným pólom i

τ . Oba
integrály v KKV potom prejdú na tvar

2πiRes{f(ω′), i/τ}+ iπRes{f(ω′), ω}

Dosadením príslu²nej f(ω′) ©ahko overíme platnos´ KKV.

F Nyquistovo kritétium stability systémov so spätnou väz-
bou

Ak má by´ systém so zápornou spätnou väzbou stabilný, reálne £asti pólov jeho prenosovej
funkcieKsv(s) = K(s)

1+β(s)K(s) , £iºe kore¬ov charakteristickej rovnice F (s) = 1+β(s)K(s) = 0

musia by´ záporné. Namiesto (£asto pracného) po£ítania pólov prenosovej funkcie systému
moºno pouºi´ techniku mapovania v komplexnej rovine - transformovania krivky z s-roviny
so súradnicami bodov [σ, iω], kde s = σ+ iω, do F (s)-roviny so súradnicami bodov [u, iv],
kde F (s) = u + iv. Uzavretá krivka Γs sa pritom vºdy transformuje do uzavretej krivky
ΓF .
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Pr.: Mapovanie jednotkového ²tvorca v s-rovine
do F (s)-roviny pre F (s) = s

s+2

A B C D E F G H
σ 1 1 1 0 -1 -1 -1 0
ω 1 0 -1 -1 -1 0 1 1
u 0,4 0,33 0,4 0,2 0 -1 0 0,2
v 0,2 0 -0,2 -0,4 -1 0 1 0,4

Zdrojom nestability systému sú korene funkcie F (s) leºiace v pravej polovici komplexnej
roviny s. Na vy²etrenie existencie takýchto kore¬ov moºno pouºi´ Cauchyho teorému
z komplexnej analýzy: Ak uzavretá záporne orientovaná krivka Γs v s-rovine obopína Z
nulových bodov a P pólov funkcie F (s), pri£om neprechádza ani jedným z nich, potom
po£et záporne orientovaných obopnutí po£iatku F (s)-roviny (bodu [0, i0]) odpovedajúcou
uzavretou krivkou ΓF v F (s)-rovine je N = Z−P (ak N = Z−P < 0, potom ide o kladne
orientované obopnutia).

Zmysel tejto teorémy moºno vidie´ v nasledujúcej úvahe: Komplexnú funkciu F (s) moºno
faktorizova´ do tvaru

F (s) = K

∏m
k (s− sk)∏n
l (s− sl)

= K

∏m
k |s− sk|∏n
l |s− sl|

(
m∑
k

ϕk −
n∑
l

ϕl

)
= |F (s)|ϕF

Z obrázku je zrejmé, ºe celková zmena uhla ϕi príslu²ného k nulovému bodu £i pólu si
pozd¨º Γs je 0, ak si leºí mimo plochy obopnutej krivkou Γs, alebo 2π, ak si leºí vnútri
plochy obopnutej krivkou Γs. Príspevky nulových bodov, resp. pólov k celkovej zmene ϕF
sú teda nenulové a rovné ±2π len pre si vnútri Γs (odpovedajú po£tu záporne a kladne
orientovaných otá£ok ϕF pozd¨º ΓF ). Cie©om je teda:
1) Obopnú´ celú pravú polovicu s-roviny uzavretou krivkou Γs nasledovne:
Priamkou vedenou po imaginárnej osi z bodu [0,−i∞] do
bodu [0, i∞] a spojením jej "koncových bodov" polkruºni-
cou s polomerom r →∞.
2) Prenies´ túto uzavretú krivku z s-roviny do F (s)-roviny.
3) Spo£íta´ po£et záporne orientovaných obopnutí bodu
[0, i0] v F (s)-rovine N .

Po£et nulových bodov v pravej £asti s-roviny je potom
Z = N + P (obvykle P = 0 , potom Z = N)

Alternatívne moºno de�nova´ komplexnú funkciu L(s) = F (s) − 1 = β(s)K(s) (táto je
spravidla známa a fakrorizovaná, na rozdiel od F (s)) - mapovanie potom prebieha v L(s)-
rovine a po£íta sa po£et záporne orientovaných obopnutí bodu [−1, i0] krivkou ΓL v L(s)-
rovine.

Na základe uvedeného moºno formulova´ Nyquistovo kritérium:
Systém so spätnou väzbou je stabilný vtedy a len vtedy ak uzavretá krivka ΓL (pod©a vy²²ie
uvedeného popisu) neobopína bod [−1, i0] v L(s)-rovine pri nulovom po£te pólov funkcie
L(s) na pravej strane s-roviny, alebo ak po£et kladne orientovaných obopnutí bodu [−1, i0]
krivkou ΓL je rovný po£tu pólov funkcie L(s) na pravej strane s-roviny (Z = 0, N = −P ).
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• Pr.: L(s) = β(s)K(s) = K
(s+a)(s+b) (a, b > 0 reálne)

- 2 záporné reálne póly

Plná £as´ ΓL reprezentuje £as´ Γs na kladnej imaginárnej osi,
a bodkovaná £as´ ΓL £as´ Γs na zápornej imaginárnej osi.
Polkruh r →∞ na Γs je vpísaný do bodu [0,0] Ls-roviny.

Krivka ΓL neobopína bod [-1,0] Ls-roviny - systém je sta-
bilný.

• Pr.: L(s) = K
s(s+b) (a > 0 reálne)

- 1 záporný reálny pól a 1 reálny pól v po£iatku

Krivka Γs nesmie prechádza´ nulovým bodom ani pólom,
musí preto in�nitezimálne mí¬a´ po£iatok sprava (polkruh o
polomere r → 0).

Spodná, resp. horná plná £as´ ΓL reprezentuje Γs na klad-
nej, resp. zápornej imaginárnej osi, polkruh r →∞ na Γs je
vpísaný do bodu [0,0] Ls-roviny, a bodkovaná £as´ ΓL je ob-
razom £asti Γs obchádzajúcej v in�nitezimálnej vzdialenosti
po£iatok s-roviny.

Krivka ΓL neobopína bod [-1,0] Ls-roviny - systém je sta-
bilný.

G Impedancia v kontexte Kramersových-Kronigových vz´a-
hov

Impedancia systému je de�novaná vz´ahom

U(ω) = Z(iω)I(ω)

Vstupnou, resp. výstupnou, veli£inou sú tu prúd, resp. napätie. Sú£in UI je mierou jou-
leovských strát, reálna £as´ Z(iω) bude teda charakterizova´ straty elektrickej energie v
systéme, kým imaginárna £as´ akumula£nú schopnos´ systému.

V prípade obvodov so sústredenými parametrami je takáto fyzikálna interpretácia zrejmá.
Napr. pre sériový RL dvojpól je impedancia R + iωL. R je mierou strát, tj. nevratného
transféru energie zo zdroja do systému (zá´aºe), kým ωL je mierou vratného cyklického
transféru energie zo zdroja do akumula£ného prvku (L) a naspä´ do zdroja.

Problém s interpretáciou pojmu impedancia môºe vzniknú´ pri charakterizovaní systémov
s rozloºenými parametrami (ke¤ rozmery systému nie sú zanedbate©né vo£i vlnovým d¨º-
kam signálov). Napr. pre dlhé vedenie (dvojlinku), modelované kombináciou parametrov
R′, L′, C ′, G′ na jedn. d¨ºky je charakretistická (vlnová) impedancia vedenia (rie²ením
"telegrafných" rovníc) daná vz´ahom

Zv =

√
R′ + iωL′

G′ + iωC ′

V limite zanedbate©ných strát R′, G′ → 0, ako aj v limite dominantných strát R′ � ωL′,
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G′ � ωC ′ je Zv reálne! Impedancia na vstupných svorkách dlhého vedenia d¨ºky l v²ak
nezávisí len od Zv, ale aj od impedancie ukon£enia dlhého vedenia ZL, a to pod©a vz´ahu

Z(l) = Zv
ZL + Zv tanh γl

Zv + ZL tanh γl
γ =

√
(R′ + iωL′)(G′ + iωC ′)

Jedine v prípade dlhého vedenia ukon£eného prispôsobenou zá´aºou, ke¤ na konci vedenia
nedochádza k odrazu energie a teda energia sa vedením ²íri len v smere od zdroja k zá´aºi,
je vstupnou impedanciou celého systému Z = Zv.

Charakteristická (vlnová) impedancia dlhého vedenia (resp. prostredia, niekedy pouºívame
pojem povrchová impedancia) teda vo v²eobecnosti nie je impedanciou v zmysle KKV!
Je ¬ou len v prípade "nekone£ne" dlhého vedenia, resp. vedenia ukon£eného prispôsobe-
nou zá´aºou. Analyzujme impedanciu Z na vstupných svorkách takéhoto (bezodrazového)
vedenia:

• V limite R′ � ωL′, G′ � ωC ′ je Z = Zv reálne. V²etká energia dodaná zdrojom sa ne-
vratne absorbuje v systéme (premení na tepelnú energiu), v súlade s uvedenou fyzikálnou
interpretáciou.
• V limite R′, G′ → 0 je Z opä´ reálne, av²ak ku ºiadnej dissipácii energie nedochádza
(zanedbávame ju). Celá energia sa teda bez pohltenia nevratne ²íri od zdroja.
• V prípade R′

G′ = L′

C′ je Z opä´ reálne, energia sa ²íri od zdroja, pri£om sa postupne £ias-
to£ne pohlcuje.

Reálnos´ vstupnej impedancie dlhého vedenia teda znamená nevratný transfér energie zo
zdroja do systému, bez oh©adu na to, £i energia vo vedení dissipuje alebo sa jednosmerne
²íri ¤alej. "Z poh©adu" zdroja systém celú energiu "pohltí".
• Mimo týchto limitných prípadov je Z = Zv komplexné. Na prispôsobenom ukon£ení síce
nedochádza k odrazu, ale komplexná vstupná impedancia celého systému ("z poh©adu"
zdroja energie) znamená, ºe nie celá energia dodávaná zdrojom vnikne do systému. Ak
výstupná (vnútorná) impedancia zdroja Zi je £isto reálna, systém (tj. dlhé vedenie s kom-
plexnou Zv a so zakon£ením bezordazovo prispôsobeným k samotnému vedeniu) nie je
impedan£ne prispôsobený ku zdroju. �as´ energie sa teda od systému "odrazí" uº na jeho
"vstupe" (presnej²ie vratne sa akumuluje vo vedení) - túto vratnú £as´ energetického tran-
sféru reprezentuje imaginárna £as´ Z.
• V prípade komplexného Z = Zv impedan£ne prispôsobeného ku komplexnej výstupnej
impedancii zdroja, Z = Z∗i , nedochádza k odrazu energie ani na vstupe do systému, a celá
energia sa nevratne ²íri a pohlcuje smerom od zdroja.

Stotoºnenie reálnej a imaginárnej £asti vstupnej impedancie systému s nevratnou, resp.
vratnou £as´ou energetického transféru v systéme v zmysle KKV sa vz´ahuje teda na
prípad zdroja energie s reálnou výstupnou impedanciou.
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H Prevodová tabu©ka medzi maticami prenosových systémov

(Z) (Y ) (h) (A)

Z11 Y22/DY Dh/h22 A11/A21

Z12 −Y12/DY h12/h22 DA/A21

Z21 −Y21/DY −h21/h22 1/A21

Z22 Y11/DY 1/h22 A22/A21

DZ 1/DY h11/h22 A12/A21

Y11 Z22/DZ 1/h11 A22/A12

Y12 −Z12/DZ −h12/h11 −DA/A12

Y21 Z21/DZ h21/h11 −1/A12

Y22 Z11/DZ Dh/h11 A11/A12

DY 1/DZ h22/h11 A21/A12

h11 DZ/Z22 1/Y11 A12/A22

h12 Z12/Z22 −Y12/Y11 DA/A22

h21 −Z21/Z22 Y21/Y11 −1/A22

h22 1/Z22 DY /Y11 A21/A22

Dh Z11/Z22 Y22/Y11 A11/A22

A11 Z11/Z21 −Y22/Y21 −Dh/h21

A12 DZ/Z21 −1/Y21 −h11/h21

A21 1/Z21 −DY /Y21 −h22/h21

A22 Z22/Z21 −Y11/Y21 −1/h21

DA Z12/Z21 Y12/Y21 −h12/h21

Platí pre:

(Z)(Y )(h) : I1 →
I2 ←

(A) : I1 →
I2 →

DA = 1

(dôkaz pomocou prvkov
admitan£nej matice z
prevodovej tabu©ky)
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I Úlohy

Ukáºková úloha

Vy²etrite vlastnosti obvodu na obrázku

(Uo(t) pri danom Ui(t), impulzná, prechodová,
frekven£ná charakteristika)

• Na úvod je vhodné (ak je to moºné) pomocou fyzikálnych argumentov odhadnú´ správanie
systému (po£as výpo£tov potom môºeme kontrolova´, £i sa "uberáme správnym smerom").

Pre rýchle deje predstavuje induk£nos´ nekone£nú impedanciu a kapacita naopak skrat -
výstupné napätie teda klesá k nule.
Pre pomalé deje je kondenzátor v ustálenom nabitom stave (prúd nete£ie - nekone£ná
impedancia) a induk£nos´ sa neprejavuje (skrat) - systém sa chová ako napätový deli£ s
koe�cientom prenosu R/(R+R0) < 1.
Pre nie príli² ve©ké tlmenie má obvod rezonan£ný charakter pri frekvenciách niekde okolo
∼ 1/

√
LC.

Systém teda prepú²´a nízkofrekven£né signály s prenosom ≈ R/(R + R0) < 1, v okolí
rezonancie pri malom tlmení má prenos > 1 , vysoké frekvencie neprepú²´a - prudké zmeny
vstupného napätia budú na výstupe "vyhladené".

• V²eobecná analýza v £asovej oblasti
a) Zostavenie £asovej dif. rovnice

I1 = I2 + I3 I1 =
Ui − Uo
R0

I2 =
1

L

∫
(Uo − Ux)dt =

Ux
R

I3 = C
dUo
dt

Z I2 = I1 − I3 vyjadríme Ux a spätne dosadíme do integrálneho výrazu pre I2 v rovnici
zachovania prúdu, a po následnom zderivovaní dostávame

d2Uo
dt2

+

(
1

R0C
+
R

L

)
dUo
dt

+

(
1 +

R

R0

)
1

LC
Uo =

1

R0C

dUi
dt

+
R

R0

1

LC
Ui

(R0C a L/R majú rozmer £asu, 1/LC je £as−2, R/R0 bezrozmerné - rozmerová analýza je
v poriadku.)

Zavedením formálneho operátora derivovania D dostávame

Uo
Ui

=
1

R0C
D + R

R0LC

D2 +
(

1
R0C

+ R
L

)
D +

(
1 + R

R0

)
1
LC

=
b1D + b0

D2 + 2γD + ω2
0

kde

2γ =

(
1

R0C
+
R

L

)
ω2

0 =

(
1 +

R

R0

)
1

LC
b0 =

R

R0LC
b1 =

1

R0C

b) V²eobecné prechodové rie²enia

Ide o rie²enia homogénnej rovnice (bez pravej strany) - h©adajú sa korene menovate©a

D2 + 2γD + ω2
0 = 0

Prechodové rie²enia sú v tvare

Uo(t) = A1,2e
λ1,2t λ1,2 = −γ ±

√
γ2 − ω2

0
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Koe�cienty A1,2 sú dané po£iato£nými podmienkami (hodnoty Ui a Uo, resp. ich derivácií
v £ase 0)

Monotónne tlmeným priebehom odpovedá γ > ω0.
Fyzikálna interpretácia: L/R a R0C sú £asové kon²tanty RL a R0C £lenov (charakterizujú
dobu ustálenia - prechodového javu), a 1/ω0 odpovedá perióde vlastných kmitov oscilátora
- podmienka γ > ω0 teda znamená, ºe tlmenie je monotónne vtedy, ak krat²í z £asov L/R
a R0C je men²í neº polovica periódy kmitov (doba tlmenia je krat²ia neº doba kmitu).

Nerovnos´ γ < ω0 naopak znamená tlmené oscilácie.
Prípadom kritického tlmenia (γ = ω0 - dvojnásobný reálny kore¬) sa nebudeme zaobera´.

c) V²eobecné stacionárne rie²enie

Uo(t) = c1,2

∫ t

0
eλ1,2(t−τ)Ui(τ)dτ

Výpo£et c1,2:

b1D + b0
D2 + 2γD + ω2

0

= b1
D + b0

b1

(D − λ1)(D − λ2)
=

c1

D − λ1
+

c2

D − λ2

Po vynásobení (D − λ1)(D − λ2) : b1
(
D + b0

b1

)
= c1(D − λ1) + c2(D − λ2)

pre D = λ1 : b1
(
λ1 + b0

b1

)
= c1(λ1 − λ2)

pre D = λ2 : b1
(
λ2 + b0

b1

)
= c2(λ2 − λ1)

 c1,2 = b1
λ1,2 + b0

b1

λ1,2 − λ2,1

d) Úplné v²eobecné rie²enie - superpozícia b) a c)

• Impulzná charakteristika v £asovej oblasti

Odozva na impulz Ui(t) = U · δ(t) je

Uo = Uh(t) = c1Ue
λ1t + c2Ue

λ2t

(pre x(t) = δ(t) je c1,2
∫ t

0 e
λ1,2(t−τ)δ(τ)dτ = c1,2e

λ1,2t).

Pre reálne λ1,2 sú aj c1,2 reálne - odozva má monotónny charakter.
Pre komplexné λ1,2 sú v²ak aj c1,2 komplexné - oscila£ný charakter odozvy je sprevádzaný
dodato£ným £asovým posunom (matematické vyjadrenie reálneho výstupného napätia si
vyºaduje ¤al²ie matematické úpravy komplexného výrazu - nevýhoda tohto postupu).

• Prechodová charakteristika v £asovej oblasti

Odozva na napä´ový skok: Ui(t) = U · u(t) = U pre t > 0 (inak 0).
S pouºitím konvolu£ného (Duhamelovho) integrálu

Uo = U

∫ t

0
u(t− τ)h(τ)dτ = U

{
c1

λ1

[
eλ1τ

]t
0

+
c2

λ2

[
eλ2τ

]t
0

}
=

= U

{
c1

λ1

[
eλ1t − 1

]
+
c2

λ2

[
eλ2t − 1

]}
Pre reálne (záporné) λ1,2 monotónny nábeh na U

{
c1
|λ1| + c2

|λ2|

}
. Pre komplexne zdruºené

λ1,2 oscila£ný nábeh + fázový posun.

• V²eobecná analýza vo frekven£nej oblasti
a) Prenosová charakteristika
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Prechodom do frekven£nej oblasti rie²ime odozvu systému na vstupný signál pre ©ubovo©nú
danú zloºku ω z frekven£ného spektra signálu - ide teda o rie²enie odozvy systému na
harmonické budenie.
Pre harmonické signály je operátor derivovania v £asovej dif. rovnici D nahradený výrazom
iω.
V tomto príklade sa v²ak núka vyuºi´ priamo£iarej²í postup neº zostavovanie dif. rovnice
- skladanie harmonických impedancií

Z1 = R0 Z2 = (R+ iωL) ‖ 1

iωC
(v konvencii E)

pri£om systém je napä´ovým deli£om s prenosom napätia

Uo(ω)

Ui(ω)
=

Z2

Z1 + Z2
=

iω · b1 + b0
−ω2 + iω · 2γ + ω2

0

= H(iω)

Je to pomer medzi ω-zloºkami vo fourierovskom obraze výstupného a vstupného signálu
pre kaºdé ω - dá sa teda pouºi´ pre ©ubovo©ný (aj neharmonický) signál interagujúci s
lineárnym systémom.

(Skladanie komplexných impedancií je zjavne rýchlej²í a jednoduch²í spôsob ur£enia pre-
nosovej charakteristiky neº zostavovanie £asovej dif. rovnice.)

b) Bodeho grafy

Na frekven£nú analýzu prenosu pomocou Bodeho grafov je vhodné vyjadrit prenosovú
charakteristiku v tvare

H(iω) = b0
1 + iωT

−ω2 + iω · 2γ + ω2
0

=
b0
λ1λ2

1 + iωT(
1 + iω

|λ1|

) (
1 + iω

|λ2|

)
kde T = b1

b0
= L

R (rozklad kvadratickej formy v menovateli na kore¬ové £initele je moºný
pre reálne λ1,2).

Kon²tantný £len b0
λ1λ2

spôsobuje frekven£ne nezávislý prenos, ktorý je R
R0+R (prejaví sa pri

ω → 0).

Výraz (1 + iωT ) v £itateli spôsobuje monotónny nárast amplitúdovej prenosovej charak-
teristiky z 0dB pre ω → 0 s asymptotou +20dB/dek s priese£níkom osi ω pri ω = 1/T ,
a monotónny nárast fázovej prenosovej charakteristiky z 0 pre ω → 0 na 90° pre ω → ∞
(ϕ = 45 pri ω = 1/T ).

Výrazy (1 + iωα) v menovateli s reálnymi kore¬mi, α = 1/|λ1,2|, spôsobujú monotónny
pokles amplitúdovej charakteristiky z 0dB pre ω → 0 s asymptotou −20dB/dek s priese£-
níkom osi ω pri ω = 1/α, a monotónny pokles fázovej charakteristiky z 0 pre ω → 0 na
-90° pre ω →∞ (ϕ = −45 pri ω = 1/α).

Kvadratický £len v menovateli s komplexnými kore¬mi spôsobuje v prípade malého tlme-
nia nemonotónnos´ amplitúdovej charakteristiky - rezonan£ný nárast pri ω0 a pokles s
asymptotou −40dB/dek pri vysokých ω, a monotónny pokles fázovej charakteristiky z 0
na -180°.

Výsledný priebeh je prenosovej charakteristiky je superpozíciou týchto £iastkových preno-
sov.

• Impulzná charakteristika vo frekven£nej oblasti

Prenosová charakteristika H(iω) je priamo fourierovským obrazom impulznej charakteris-
tiky, odozva na vstupný signál Ui(t) = Uδ(t) má teda fourierovský obraz (Uδ(t)→ U)

Uo(ω) = UH(iω)
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Spätnou FT dostávame impulznú odozvu v £asovej oblasti - k tomu je vhodné vyjadri´ si
H(iω) pomocou parciálnych zlomkov

H(iω) =
c1

iω − λ1
+

c2

iω − λ2

kde λ1,2 a c1,2 sa po£ítajú rovnako ako v £asovej oblasti.
�asovú závislos´ impulznej odozvy pre reálne záporné λ1,2 dostávame spätnou FT výrazov

1
iω−λ1,2 , kvôli formálnej obtiaºi s komplexnými λ1,2 je v²ak výhodnej²ie namiesto FT pouºi´
metódu LT, pri ktorej netreba pri transforma£ných vz´ahoch rozli²ova´ medzi reálnymi a
komplexnými λ1,2.

V laplaceovskom formalizme (iω → s) je prenosová funkcia ná²ho systému

K(s) =
sb1 + b0

s2 + 2γs+ ω2
0

=
c1

s− s1
+

c2

s− s2

(namiesto λ1,2 pouºívame ozna£enie s1,2, aby sme zdôraznili principiálnu komplexnos´ ko-
re¬ov, výpo£et je v²ak rovnaký).
Spätnou LT potom dostávame

Uo(t) = c1Ue
s1t + c2Ue

s2t

Výraz je v²ak transparentný len pre reálne záporné s1,2 - opä´ naráºame na problém s
komplexnými koe�cientami c1,2 pre komplexné s1,2, preto je pre komplexné s1,2 výhodnej²ie
transformova´ (po istých úpravách) výraz s kvadratickou formou v menovateli: Roz²írenie
£itate©a i menovate©a o 0 vedie na

sb1 + b0 (+b1γ − b1γ)

s2 + 2γs+ ω2
0 (+γ2 − γ2)

= ... = b1
s+ γ

(s+ γ)2 + ω2
γ︸ ︷︷ ︸+

b0 − b1γ
ωγ

ωγ
(s+ γ)2 + ω2

γ︸ ︷︷ ︸
kde ω2

γ = ω2
0 − γ2 (£o je frekvencia tlmených kmitov harmonického oscilátora), a kde

spoznáme výrazy známe z tabu©ky LT

Uo(t) = Ub1e
−γt cosωγt+ U

b0 − b1γ
ωγ

e−γt sinωγt

Na výstupe systému dostávame postupne zanikajúce oscilácie

• Prechodová charakteristika vo frekven£nej oblasti

Pri LT Ui(t) = U · u(t)→ Ui(s) = U
s , a teda

U0(s) = K(s)Ui(s) = U
sb1 + b0

s(s2 + 2γs+ ω2
0)

Pre reálne (záporné) s1,2 je vhodné výraz upravi´ do tvaru

U0(s) = U
sb1 + b0

s(s− s1)(s− s2)
= U

[
c0

s
+

c1

s− s1
+

c2

s− s2

]
kde po vynásobení s(s− s1)(s− s2) a postupnom dosadení s, s1, s2 za s dostávame

c0 =
b0
s1s2

c1 =
s1b1 + b0
s1(s1 − s2)

c2 =
s2b1 + b0
s2(s2 − s1)

a teda
Uo(t) = U

[
c0 + c1e

s1t + c2e
s2t
]

Pre komplexné s1,2 je výhodnej²ie po£íta´ výraz

c1

s− s1
+

c2

s− s2
=

c

(s− s1)(s− s2)
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odkia© po úpravách a s vyuºitím vz´ahov s1s2 = ω2
0 , s1 + s2 = −2γ (je treba sa zbavi´

výrazov s1, s2, lebo sú komplexné) dostávame

c = b1 −
2γb0
ω2

0︸ ︷︷ ︸−
b0
ω2

0︸︷︷︸ s = c′ − c′′s c′ = b1 −
2γb0
ω2

0

c′′ =
b0
ω2

0

Platí teda

Uo(s) = U

[
c0

s
+

c′ − c′′s
s2 + 2γs+ ω2

0

]
= ... = U

[
c0

s
− c′′ s+ γ

(s+ γ)2 + ω2
γ

+
c′ + c′′γ

ωγ

ωγ
(s+ γ)2 + ω2

γ

]
a teda

Uo(t) = c0U − Ue−γt
[
c′′ cosωγt−

c′ + c′′γ

ωγ
sinωγt

]
Po odoznení prechodového javu (tlmené kmity) sa výstupné napätie ustáli na hodnote
c0U = ... = U R

R0+R , £o je o£akávaný výsledok.

Úlohy na domáce cvi£enie

• Vykonajte obdobnú analýzu uvedených systémov

• Ur£ite predmety k Laplaceovým obrazom výrazov

s2+1
s(s+1)(s+2) [ 1

2 − 2e−t + 5
2e
−2t ]

s+2
s5+4s4+6s3+4s2+s

[ 2− (2 + 2t+ t2 + 1
6 t

3)e−t ]

s
(s−1)(s−2)2

[ et + (2t− 1)e2t ]

s
(s+1)(s2+4)

[ 1
5(cos 2t+ 2 sin 2t− e−t) ]

4
s(s+2)2

[ 1− (2t+ 1)e−2t ]

1
s3(s+2)2

[ 3
16 −

t
4 + t2

8 −
3
16e
−2t − t

8e
−2t ]

ab
(s2+a2)(s2+b2)

, a 6= b [ b sin at−a sin bt
b2−a2 ]
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• Pomocou LT nájdite rie²enia dif. rovníc

y′′ + 4y′ + 13y = 0 po£. podm.: y′(0) = 3, y(0) = 0

[ y(t) = e−2t sin 3t ]

y(4) − y = 0 po£. podm.: y(0) = y′(0) = y′′(0) = 0, y(3)(0) = 1

[ y(t) = 1
2{sinh t− sin t} ]

y(3) + y = 0 po£. podm.: y(0) = 1 , y′(0) = y′′(0) = 0

[ y(t) = 1
3{e
−t + 2et/2 cos

√
3

2 t} ]

y′′ + a2y = sinωt , a 6= 0 po£. podm.: y(0) = 1 , y′(0) = 0

[ y(t) = 1
ω2−a2

(
ω
a sin at− sinωt

)
+ cos at , a2 6= ω2

y(t) = 1
2ω2 (sinωt− ωt cosωt) + cosωt , a2 = ω2 ]

y′(t) + 5y(t) + 6
∫ t
0 y(τ)dτ = 0 po£. podm.: y(0) = 1

[ y(t) = 3e−3t − 2e−2t ]

y′(t) + 6y(t) + 9
∫ t
0 y(τ)dτ = 0 po£. podm.: y(0) = 1

[ y(t) = e−3t − 3te−3t ]
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