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R0OZV0OJ ARGUMENTACNYCH SCHOPNOSTI ZIAKOV
NA DRUHOM STUPNI ZAKLADNYCH SKOL

Maria Slavickova

Abstrakt

Schopnost argumentovat je jednou zo klicovijch kompetencii, ktoré by sme vyucovanim
matematiky mali rozvijat. Aj ked ucitelia s tymto, resp. jemu podobnym vyrokom, sthla-
sia, ¢astokrdt nevedia, ako podporit argumentdciu a schopnost tvorby matematického
dokazu na hodindch matematiky co najprirodzenejsie. V tomto prispevku predstavime
niekolko pristupov, ktoré mozno priamo vyuZit na hodindch matematiky a primdt tak
ziakov k argumentdcii.

1 Uvob

Tvorcovia kurikula, autori uéebnic a mnohi ucitelia sthlasia s tvrdenim, ze argu-
mentéicia a dokazovanie by mali byt integralnou sucastou matematického vzde-
lavania. Samotné zaradenie argumentacie a dokazovania do vyucovania uz byva
narocnejsie. Ako vyslo v pilotnej faze prieskumu ohladom vyuZivania kurikular-
nych zdrojov za tcelom zistenia, aké zdroje a akym sposobom ucitelia matematiky
vyuzivaji v priprave na vyucovaciu hodinu, resp. priamo na vyucovacej hodine
so zameranim na argumentaciu a dokazovanie, najméi mladi ucitelia matematiky
(s praxou kratSou ako 10 rokov) nie vzdy vedia, ako na tuto (aj podla nich)
dolezitu oblast vzdelavania (vid Michal a kol. [4]).

Argument mozno definovat ako néstroj, vdaka ktorému z pociatocénych dat vy-
uzitim legitimnych krokov prichddzame k tvrdeniu. [5] Z takejto definicie mozno
argument spojit s deduktivnym dokazom, ¢o sa ¢astokrat deje. Ako vyplyva z pri-
padovej studie u buducich ucitelov matematiky [2], argument a deduktivny do-
kaz vnimaju ako ekvivalentné pomenovania a nemyslia si, ze na druhom stupni
zékladnej skoly je vhodné s dokazmi (resp. deduktivnymi argumentami) zaéi-
nat. Argument vSak moéZe mat viaceré podoby, resp. mddy tak, ako ich definuje
odborné literatira. My sa zameriame len na jedno rozdelenie argumentov a to
z pohladu reprezentécie.
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Podla sposobu reprezenticie mozno argument rozdelif do nasledovnych ty-
pov: (a) verbalny, (b) symbolicky, (c) graficky, (d) vyuZitim modelov (fyzickych,
alebo digitalnych), (e) redlny kontext. Kazdy z nich je pouzitelny v urcitej forme
uz od prvého stupna zakladnej Skoly. Podla pristupu mozno hovorif o induktiv-
nom, deduktivnom a abduktivhom argumente. Kedze abduktivny argument je
prirodzenejsi v menej deterministickych vedach alebo pri pravdepodobnostnych
tlohéch, nebudeme sa mu na tomto prispevku venovat.

2  MOZNE STRATEGIE ARGUMENTACIE V ZVOLENEJ
ULOHE

V matematike nezvykne existovaf jedind spravna cesta k rieseniu daného pro-
blému. Na nasledujtcej tlohe si ukazeme viaceré pristupy k jej rieSeniu s charak-
terizovanim typov poskytnutych argumentov.

Znenie tlohy: Zistite, ¢i sucet Tubovolného neparneho poctu po sebe iducich
prirodzenych ¢isel je delitelny poc¢tom séitancov. (Znenie tlohy je indpirované [3]).

Riesenie tejto tlohy obsahuje niekolko ,,vnorenych“ iduktivnych argumentov.
Preto tuto tlohu mozno rozdelit na niekolko poduloh, ktoré je mozné s trie-
dou riesit. Zacat suc¢tom troch po sebe idicich ¢isel ako samostatnym zadanim
a nadviazat otdzkou, ¢i to plati aj pre 4 po sebe idtce ¢isla, pripadne iny pocet,
aky pocet a pod.

2.1 GRAFICKE INDUKTIVNE RIESENIE ULOHY

Ziak moze zacat najmenSim poctom séitancov, pri ktorom uZ povazujeme, Ze
séitujeme prirodzené ¢isla. Kedze maé ist o neparny podet séitancov, zaéneme
troma po sebe idicimi ¢islami.
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Obr. 1: Induktivny graficky argument (zatial empiricky)

Kli¢ovy moment pre vyriesenie je uvedomenie si, Ze ked z reprezentacie naj-
vicsieho ¢isla prelozim jednotku k najmensiemu cislu, ziskam tri rovnaké cisla.
Ze to plati pre fubovolnt trojicu lubovolnych éisel, mozno zobrazit aj ako je na
obrazku 2.
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Obr. 2: Grafické zovseobecnenie postupu pri overeni platnosti tvrdenia

Uvedomenim si, ze pridanim ,,modrého* riadku pracujem s dal$imi tromi po
sebe idtcimi prirodzenymi ¢islami a ze takymto pridavanim riadkov mézeme vy-
generovat ,vSetky* prirodzené ¢isla je dalsi kli¢ovy moment k podaniu padneho
induktivneho argumentu pre overenie platnosti tvrdenia.

Ako vidime, aj v pripade s troma séitancami je tloha pomerne komplexnd
a vyzaduje dve vysSie kognitivne operacie. Pre pit séitancov modzeme vyuzit to,
¢o mame sformulované pre tri s¢itance. Ak si toto ziak uvedomi, ide o zvladnutie
tretieho kli¢ového momentu pre tspesné vyrieSenie vSeobecne zadanej tlohy.
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Obr. 3: Vyuzitie myslienky pre stcet 3 po sebe iducich ¢isel na 5 po sebe iducich ¢isel

Vyuzitim grafickej reprezentacie mozno pomerne jednoducho prist k dalsiemu
kItcéovému bodu pre tspesné vyrieSenie tilohy.

() o - M

’ o] o o O -

o [of o o= 3 2 /5lo.o-

-0 o |of| © @ == 5 : :
U -

Obr. 4: Rozsirenie na sucet lubovolného neparneho poc¢tu po sebe iducich prirodzenych
Cisel
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Ako vidno, graficka reprezentdcia ndm umozni odpozorovat vlastnosti ¢isel, na
ktoré by sme pri symbolickom zépise mozno fazsie prisli. Samozrejme, obrazok 4
je diskutabilny, kedZe nie je jasné, kolko stipcov je pred a za zvyraznenym (vieme
iba, ze ich musi byt rovnako vela) a tiez, ¢i mozno dopliiat ,nalavo“ od jednotky.
Toto st ale zdalezitosti, ktoré vedia rozpriadif podnetnt diskusiu v triede a na
ktoré treba upozornit, ak s nimi ziaci sami nepridu.

2.2  SYMBOLICKE INDUKTIVNE RIESENIE ULOHY

Péjdeme systematickym vypisom neparneho poctu séitancov po sebe iducich pri-
rodzenych ¢isel. Pri symbolickom rieseni mozno badat silnti paralelu s grafickym.
Viaceri 7iaci (ale aj uéitelia) povazuji symbolicky komunikovany argument za
validnejsi (podobné zavery odpozoroval aj Dreyfus. [1]

Pre tri po sebe idice prirodzené ¢isla vyskisame niekolko hodnot a poktisime
sa zéaver zovieobecnif: 1 + 2 + 3 = 6, sticet je delitelny 3. Dalsia trojica: 2 + 3 +
+4 =9, sucet je delitelny 3, nasledujtca trojica 3 +4 + 5 = 12, stucdet je opit
delitelny 3. Za predpokladu, Ze k je prirodzené éislo, mozno stucéet troch po sebe
idacich ¢isel zapisat ako (k — 1) + k + (k + 1). Su¢tom troch po sebe iducich
prirodzenych &isel je 3k, takze je delitelny troma. Pre tri s¢itance tvrdenie plati.

Pre pif po sebe iducich éisel mézeme vyuzit vSeobecny zapis, ku ktorému sme
dospeli v predchadzajicej moznosti. Preto za predpokladu, ze k je prirodzené
¢islo vicsie, nanajvys rovné 3, pre sucet piatich po sebe iducich prirodzenych
cisel plati: (kK —2)+ (k— 1)+ k+ (k+ 1) + (k + 2) = 5k, teda delitelny pétkou,
preto aj pre pitf po sebe idicich prirodzenych ¢isel tvrdenie plati.

Pre zovSeobecnenie na stucet Iubovolného neparneho poctu po sebe iducich
¢isel vSak treba uz schopnost abstraktne mysliet. V tomto momente by uréite
pomohla pre lepsiu predstavu grafické reprezentécia. Pre Tubovolny neparny po-
¢et m po sebe iducich prirodzenych ¢isel si sta¢i uvedomit, ze (m — 1)/2 nalavo
od prostredného ¢lena a (m — 1)/2 napravo od prostredného ¢lena sa spocita na
(m — 1)k, prostredny ¢len ma hodnotu k, takze dostavame (m — 1)k + k = mk,
a preto je stucet delitelny poctom sc¢itancov.

2.3 DEDUKTIVNY ARGUMENT S VYUZITIM VIACERYCH
REPREZENTACII

Ak sa ziaci s podobnou tlohou este nestretli, nepredpokladdame deduktivny argu-
ment ani pri jej zjednoduseni a venovani sa len jednej z moznosti (napr. pre tri
séitance). Vzhladom na vyssiu formalnost zapisov aj uvaZzovania predpokladame
jeho pochopenie a zvladnutie ziakov riesiacich matematickti olympiadu, alebo
,beznych® ziakov strednych skél so vS§eobecnym zameranim.
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3 ZAVER

Ako vidno z poskytnutych reprezentacii a rieSeni danej ilohy, mozno vekovo pri-
merane akceptovat rézne reprezenticie ¢isel a aj pri symbolickom reprezento-
vani ndm moze grafické vyrazne pomodct. Nejde o nové zistenie, uz z histdrie
vidime, Ze rozvoj algebry a aritmetiky bol tizko spojeny s geometrickou predsta-
vou. Figuralne ¢isla st dal$im prikladom grafickej reprezentacie ¢isel a operacii
S nimi.

Zaddvanim komplexnejsich tloh (ako napr. v tomto prispevku), ale aj jed-
noduchsich, kde grafickd reprezenticia vie napomdct k rieSeniu alebo pochope-
niu ulohy a vznikajucich vztahov, mozu prispiet k lepSej argumentécii ziakov na
vSetkych stupnioch od primarneho. Samozrejmostou je vekova primeranost tilohy
a tiez kognitivne primerana pozadovana miera abstrakcie pri argumentovani o na-
jdenom rieSeni (vratane moznosti, Ze ,rieSenie neexistuje*).
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