JAK UCGIT MATEMATICE ZAKY VE VEKU 10-16 LET

NA ¢O (BOLO) TREBA RYSOVAT

Zbynék Kubacek

ABSTRAKT

Riesenie niektorych iloh bolo v minulosti zaloZené na dostatocne presnom Tysovani.
Uvedieme priklady takychto problémov a zamyslime sa mad moZnostami ich pouZitia
v dnesnom vyucovani matematiky.

KLiGOVA SLOVA: geometria, rysovanie, konstrukéné tlohy, meranie nepristupnych vzdia-
lenosti, ornament, letecka navigacia.

TRI VETY NA UVOD

Ulohu typu ,zostrojte trojuholnik, v ktorom poznate stranu a = 5 a uhly 5 = 42°
a vy = 73°“ pravdepodobne na zékladnej skole riesil kazdy z nas. Asi nie som sdm,
kto sa pri rysovani az tak netrapil, ¢i jeho uhol 8 mé velkost presne 42° — dolezité
pre mila bolo objavit postup konstrukcie, realizicia uz nebola tak zaujimava.
V tomto prispevku ukadzeme priklady tloh, kde presné rysovanie je, resp. bolo
dolezité — mohli od neho zavisiet

e peniaze (ploSné vymery pozemkov — ktoré boli podkladom pre vypocet dane —
sa pocitali z katastralnych map, ktoré museli predtym zememeraci narysovat),

e esteticky pocit (nepresne narysovand gotickd kruzba stréca vela zo svojej
kréasy),

e niekedy dokonca aj zivot (nespravne uréeny kurz lietadla mohol za 2. svetovej
vojny viest k tragickym koncom).

Katedra matematickej analyzy a numerickej matematiky, Fakulta matematiky, fyziky a infor-
matiky, Univerzita Komenského v Bratislave, kubacek@fmph.uniba.sk
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ZEMEMERACI

V dnesnej skolskej matematike sa so zememeraéskymi tlohami — zistif vysku ne-
pristupného objektu, vzdialenost dvoch nepristupnych bodov a pod. — stretavame
spravidla v trigonometrii, kde sa na rieSenie pouziva vypocet. V minulosti sa vSak
takéto ulohy casto riesili rysovanim. Nasledujici priklad takéhoto postupu (za-
sadeny do historického kontextu) je z (Kubédek, 2015, s. 17).

V roku 1803 USA kupili od Franctzska Louisianu. Ziskané tizemie bolo treba
zmapovat, jednu z vyprav, ktoré mali tito Glohu, viedli Meriwether Lewis a Wil-
liam Clark. 18. 10. 1805 si Clark zapisal do svojho dennika: Zmerana sirka rieky
Columbia, z vychodiskového bodu k bodu na druhej strane rieky je J22°Z (tento
opis smeru znamend, Ze od juZného smeru sa odchylime 22° k zapadu), z vycho-
diskového bodu k bodu proti toku Columbie je S84°Z, 148 pole (1 pole je asi
0,503 m), odtial k bodu na druhej strane rieky je J28,5°V.

V tomto pripade sta¢i — vo vhodnej mierke (o jej volbe mozno v triede disku-
tovat) — zostrojit trojuholnik uréeny stranou a dvoma uhlami (nie ndhodou sme
tuto konstrukciu spomenuli v Gvode), zmerat v lom prislusnt vysku a odmerant
velkost previest na skuto¢ni vzdialenost, pozri obrazok 1.

Obr. 1: Meranie sirky rieky, sirku predstavuje dizka zelenej tisecky (Kubécek, 2015,
s. 17)

Dalsia klasick4 zememeradska tiloha — meranie vzdialenosti dvoch nepristup-
nych objektov C' a D — je znazornena na obrazku 2:

ak vieme narysovat obidva (na to sta¢i poznat velkost |AB]
trojuholniky ABC a ABD a v obidvoch trojuholnikoch uhly pri
vrcholoch A a B),

tak vieme z narysovaného obrazka odmerat hladant dizku |C'D|.
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Obr. 2: Meranie vzdialenosti dvoch nepristupnych bodov (Zubler, 1607, s. 11)

Poznamenajme, Ze postup znazorneny na obrazku — znamy ako stolovd me-
tdda (alebo metoda meracského stola) — nevyzaduje pouzitie ndstroja na meranie
uhlov. V minulosti sa pouzival na mapovanie (a dnes — ak to ucitel uzna za
vhodné — moze ozvlastnit skolské vyucovanie napriklad mapovanim na $kolskom
dvore).

Hoci néas prispevok je primarne o rysovani, bola by Skoda nevyuzit dalSie
moznosti, ktoré obrazky réznych zememeracskych postupov poskytuji. Napriklad
neprezradif, meranie ktorej dlzky obrazok znazorfiuje a nechat na to prist ziaka:
¢o chceme zmerat, ¢o vieme zmeraf a ¢i zmerané tidaje stacia na zistenie hladane;j
velkosti (t. j. — kedZe vSetky takéto postupy stvisia s konstrukciou trojuholnikov —
¢i zmerané idaje stadia na uréenie trojuholnika, s ktorym stvisi hladand velkost).
Ako priklad vhodnych obrazkov uvadzame dva ilustracie z knihy o geometrickom
a vojenskom kruzidle od Galilea Galileiho (kniha je z r. 1606, Galilei néstroj
vymyslel cca 1595-1598), pozri obrazok 3. Dalsie vhodné obrazky éitatel nijde
napr. v (Kubédek, 2013, s. 91-93).

Na takéto objavovanie mozeme pouzit aj obrazky zlozitejsich zememeradskych
postupov, napr. na obrazkoch 4 a 5 je znazornené meranie vzdialenosti dvoch
nepristupnych objektov, ktoré je komplikovanejsie nez situicia znazornena na
obrazku 2 (tam obidva nepristupné objekty C' a D vidno z obidvoch pristupnych
bodov A a B):
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Obr. 3: Dve merania z knihy o geometrickom a vojenskom kruzidle (Galilei, 1741, s. 53
as. 56)

Obr. 5: Meranie vzdialenosti nepristupnych objektov A a B (Wilczynski, 1914, s. 122)
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e na obrazku 4 vidno obidva nepristupné body A a B len z bodu D,

e na obrazku 5 neexistuje bod, z ktorého by bolo vidno obidva nepristupné
body A a B naraz.

Ziakovou tlohou je opét urcit, ktoré vzdialenosti a ktoré uhly treba odmerat, aby
sa pomocou nich dala uréif nezndma vzdialenost |AB|.

Zememeracské tlohy z obrazkov 1 az 5 mozno riesit aj vypoétom — staéi na to
sinusové a kosinusova veta. Treba vak zvazit naro¢nost a dizku tjchto vipoctov:

e Ulohy z obrazkov 1 a 3 patria k tym jednoduch$im (a ich vypoétové riese-
nie najdeme aj v mnohych stfasnych ucebniciach), v tomto pripade stoji
za vahu riesit tlohu obidvoma postupmi: vypocet moze slazit ako kontrola
presnosti rysovania, naopak rysovanie moze byt testom spravnosti vypodctu,

e vo vypoctovo narocnejsich tlohach z obrazkov 2, 4 a 5 je vhodnejsie obme-
dzif sa len na opis postupu vypoctu: ziak urci, ktoré velkosti treba postupne
vypocéitat a aky matematicky aparat na ich vypocet mozno pouzit (prave
narocénost vypoctov robi z tychto tloh vhodnych adeptov na rieSenie pomo-
cou rysovania, vdaka tomu ich mozno vyuzit vo vyudovani skor, nez sa Ziaci
stretni so sinusovou a kosinusovou vetou).

ORNAMENTY

V predchédzajicej ¢asti bolo treba rysovat ¢o najpresnejsie, aby sme z narysova-
ného obrazka meranim ziskali dostatoéne presné udaje. V nasledujucich tlohach
bude treba rysovat presne, aby vznikli pekné obrazky. Rovnako ako v predché-
dzajucej Casti, aj teraz sa neobmedzime len na rysovanie a budeme sa snazit
vyuzivat vSetky prilezitosti na ,robenie matematiky*“. Niektoré z nich s rysova-
nim ornamentov — lebo o nich bude teraz re¢ — stvisia uplne prirodzene: v hre
je totiz vzdy postup. Ten moze byt dany (pri¢om — ako uvidime — aj pochopenie
a yrozklucovanie* daného postupu moze byt pomerne velkd vyzva), inokedy ho
treba objavit.

Zac¢neme dvoma tulohami z ucebnic kreslenia zo zaciatku 20. st., pozri ob-
razky 6 a 7. V obidvoch treba narysovat ornament na obrézku vlavo, v prvom
pripade st pomdckou prerusované usecky, v druhom pripade je dany polomer
vonkajsej ,ohrani¢ujicej“ kruznice (teda ziak musi na obrazku odmerat obidva
polomery a dopocitat velkost polomeru vniitornej ,ohrani¢ujticej* kruznice). Po-
stup konstrukcie ma v obidvoch pripadoch objavif Ziak, podstatné je vyuzitie
poznatku, Ze stredy dvoch dotykajicich sa kruznic a bod ich dotyku musia lezat
na jednej priamke. RieSenia st1 naznacené na obrazkoch vpravo.
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Uloha z obrézka 7 moze byt po jej vyrieseni podnetom pre dalsie otazky, napri-
klad ¢i polomery vnitornej a vonkajSej kruznice nejako suvisia, alebo ich mozno
volit Tubovolne. (Poznamenajme, Ze s ornamentmi z kruznic sa nestretneme iba
v ucebniciach — tie na obrazku 8 pochadzaju od vyznamného renesanéného ma-

Obr. 7: Uloha zo (Spanton, 1913, s. 248)

liara, grafika a teoretika umenia Albrechta Diirera.)
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Pokra¢ujeme dalsim ornamentom, opéf z u¢ebnice (Spanton, 1913, s. 248),
pozri obréazok 9. Ulohou je narysovaf ornament na obréazku 9a), pricom vieme, Ze
ten pozostava iba z oblukov kruznic s polomermi r a 3r. Postup rysovania vidno
na obrazkoch

e 9b): zvolime polomer mensej kruznice, tym je urcend Sirka, teda vodorovny
rozmer obdlZnika, do ktorého je ornament vpisany,

e 9¢): vieme, Ze kruznica s trojndsobnym polomerom m4 hladko nadviazat na
polkruZnicu z obrézka 9b),

e 9d): vyuzijeme stredové a osové stimernosti ornamentu.

Riesenie zndzornené na obrazku 9e) je stcasne prikladom obrazkového navodu
(s podobnymi sa stretneme v niektorych z nasledujtcich tloh).
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. 9: Ornament zo (Spanton, 1913, s. 248)
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Ulohu 9 mozno doplnif otazkou: ¢o by sa stalo, keby polomer velkej kruz-
nice nebol 3-nasobok polomeru malej? Ako vidno z obrazka 10, konstrukcia by
fungovala rovnako, len by sa zmenili rozmery obdlznika, do ktorého je ornament
vpisany, pozri dva rozne priklady na obrazku 10.
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Obr. 10: Roézne verzie ornamentu z obrazka 9

Na to mozeme nadviazat dalSou otdzkou: ako postupovat, ak chceme orna-
ment z obrazkov 9a) a 10 vpisat do obdlznika s dangmi rozmermi? Existuje rie-
Senie pre fubovolny obdlznik, alebo musia rozmery obdlznika spliiat nejaké pod-
mienky, aby sa doii dal uvedeny ornament vpisat? (Inspiraciu k rieSeniu tychto
otazok citatel najde v nasledujicej tlohe).

Skusenosti s rysovanim hladko na seba nadvizujucich kruznicovych oblikov,
ktoré sme ziskali v predchadzajucich tlohdch, moézeme vyuzif pri rysovani benat-
skeho oblika. Ten je osovo simerny a kazda jeho ,polovica® sa sklada z dvoch
kruznicovych oblukov, ktoré na seba hladko nadvizuju, pozri obrazok 11. Benat-
ske obliky mo6zu byt rozne, nastdva tu podobna situicia ako v pripade ornamentu
7 obrazka 9a): rozmery obdlznika, do ktorého je benatsky oblik vpisany, zavisia
od polomerov kruznicovych oblikov, z ktorych sa benatsky obluk sklada. Navyse
zistime, Ze opisanym obdlznikom nie je benatsky oblik uréeny jednoznacéne. Po-
trebujeme este dalSiu informdciu, napriklad pomer polomerov kruznicovych ob-
lakov, alebo bod, v ktorom na seba tieto obluky nadvézuja. Riesenie pre druhu
z uvedenych moznosti je na obrdzku 11 (zeleny trojuholnik vymedzuje oblast,
v ktorej sa nachddza vrchnd éast benatskeho oblika, jeho volbou je uz v danom
obdlzniku benatsky oblik uréeny jednoznacne), pozri tiez napr. (Kubadek, 2013,
s. 35).
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Obr. 11: Jedna z moznosti, ako narysovat bendtsky oblik

V doteraz uvedenych prikladoch bolo tlohou ziaka objavif postup, ako or-
nament narysovat. V nasledujucich tlohdch bude nivod na rysovanie sti¢astou
zadania. Mohlo by sa zdat, Ze takéto tlohy budi pre ziaka jednoduchsie; ako
vSak uvidime, nemusi to byt iplne pravda.

Prva dvojica obrazkovych navodov je z monografie o ornamentoch Augusta
Garneriho z r. 1891, pozri obrazok 12. Ziakovou tulohou je uréif poradie, v akom
treba narysovat jednotlivé pomocné ¢iary a urcit, ktorymi bodmi (z predchadza-
jucich cGasti postupu) st jednotlivé tsecky urcené (a pripadne — kedze v tomto
prispevku hovorime o rysovani — ornament aj narysovat).

Obr. 12: Obrazkové navody z (Garneri, 1921, s. 77)

Néaro¢nejsou verziou takéhoto zadania je deSifrovat obrazkové riesenie tilohy
XXIV ,do rovnostranného trojuholnika vpiste tri dotykajice sa kruznice s rov-
nakym polomerom* z kedysi popularnej zbierky tloh Jacquesa Ozanama, pozri
obr. 13 (na obranu Ozanama treba povedat, Ze v jeho zbierke je uvedeny aj slovny
opis postupu konstrukcie, ten vSak mozno vydedukovat aj z obrézka a to je prave
ulohou ziaka v nasom zadani).
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Obr. 13: (Ozanam, 1694, s. 168)

Velkym zdrojom nametov stvisiacich s rysovanim st gotické ornamenty (go-
tikou vSak nie st vSetky moznosti vycerpané, napriklad pre namety suvisiace
s ovalom pozri (Kubacek, 2013, s. 74-78)). Jednym z typickych predstavitelov
je stvorlistok. Obrazkovy navod na konstrukciu stvorlistka vpisaného do daného
kruhu (to je t& tazsia z dvoch moznosti, lahsia je skonstruovat Stvorlistok a potom
mu opisat kruznicu) je na obrazku 14, ,rozkrokovand® verzia je na obrézku 15.
Zavisi na uvéazeni uditela, ¢ ziakom zada len obrazok 14 (cielom je objavit po-
radie jednotlivych krokov) alebo obrazok 15 (jednoduchsi — ale stdle nie tplne
elementarny — ciel je obrazkovy navod sprévne interpretovat a realizovat).

&

Obr. 14: Obrazkovy navod na rysovanie gotického Stvorlistka (Kubacek, 2013, s. 74)

DD

Obr. 15: Predchadzajici névod, teraz ,rozkrokovany“ (Kubacek, 2013, s. 74)
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Dalsi typicky goticky motiv (presnejsie povedané, podklad pre gotické orna-
menty) sa tri kruznice s rovnakym polomerom vpisané do daného kruhu. Na
obrazku 16 st dva rézne navody:

e V prvom vyuzivame, Ze kazd4 z hladanych troch mensich kruznic je vpisané
aj do sivého trojuholnika na obrazku (objavenie zvysku postupu je uz tloha
pre Ziaka).

e Druhy navod je z ucebnice (Simpson, 1800, s. 348), ktorej prvé vydanie vyslo
v r. 1745. Jeho podstatou je rovnost |F'G| = 2|GK]|. Trojuholnik I K L vieme
skonstruovat, nésledne vieme zostrojif tsecku K F — dostaneme tak stred F
vpisanej kruznice (zdévodnenie uvedenej rovnosti aj formuldcia celého po-
stupu konstrukcie je tiloha pre ziaka).

Obr. 16: Dva rozne postupy konstrukcie troch kruznic vpisanych do vicésej kruznice,
(Kubédek & Zabka, 2020, s. 121) a (Kubacéek & Zabka, 2020, s. 92) podla (Simpson,
1800, s. 348)

Myslienky obidvoch tychto ndvodov mozno pouzit aj pri konstrukcii Stvor-
listka — ten je tvoreny oblikmi Styroch dotykajucich sa kruznic s rovnakym po-
lomerom vpisanych do kruhu.

N4§ posledny priklad v tejto ¢asti (zadanie je z (Kubacek & Zabka, 2020,
s. 89)) predstavuje pomerne naro¢ni verziu tlohy o objaveni postupu konstruk-
cie ornamentu — uditel preto pri jej zadavani musi zvazit, ktoré informacie ziakom
prezradit, resp. akou formou tlohu riesit (v skupinéch, spolo¢ne na hodine, roz-
krokovani na mensie ¢asti a pod.). Na obrazku 17a) je goticky motiv z domu
stojaceho na ndmesti v Norimbergu. Jeho zakladnéd kostra (do ktorej nepatria
sférické stvorlistky a drobné ozdoby) je vytvorend z kruznicovych oblikov, pri-
¢om s pouzité obliky s dvoma réznymi polomermi. Obrazky 17b), ¢) znazoriiuji
postupné objavovanie Struktiry: na obrazku 17b) st zvyraznené vsetky obliky,
ktoré maju mensi z dvoch polomerov, na obrazku 17b) jedna dvojica na seba

.....
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Obr. 17: Goticky motiv z domu stojaceho na nadmesti v Norimbergu a jeho konstrukcia
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sumerné, horny sa dotyka bocnej strany opisaného stvorca, hladko na seba nadva-
zujl) umoziiuje zistit polohu ich stredu (a teda aj ich polomer: ak modréa kruznica
na obrazku 17b) m4 polomer r = 1, tak Cervend kruznica na obrazku 17d) m4
polomer R = 1,25).

LETECKI NAVIGATORI

V tejto Casti sa od kruznic vratime ku konstrukeii trojuholnikov. Na rozdiel od
prvej — zememeracskej — Casti, kde sme vystacili s konstrukciami typu uhol-strana-
uhol, sa teraz stretneme aj s inymi pripadmi.

Zaklad pre ulohy z leteckej navigéicie je navigaény trojuholnik (niekedy tiez
trojuholnik rychlosti alebo trojuholnik vetra), pozri obrazok 18:

e Sipka s pismenom N oznacuje sever (ipky nie s umiestnené na konci vek-
tora — ako je zvykom v matematike — ale vnutri tisecky zndzortujtcej vektor).

e Vektor pravej vzdusnej rychlosti je uréeny kurzom K a velkostou pravej vzdus-
nej rychlosti PVR, vektor vetra je uréeny smerom vetra W a velkostou jeho
rychlosti V (pozor, smer vetra je smer, z ktorého vietor fuka, teda napriklad
severozapadny vietor bude znézorneny vektorom smerujicim na juhovychod).
Ich stucétom je vektor tratovej rychlosti opisany tratovym uhlom TU a velkos-
tou tratovej rychlosti TR. Uhol UZ, ktory uréuje odchylku tratového uhla od
kurzu, sa nazyva uhol znosu.

Obr. 18: Naviga¢ny trojuholnik (Kubédek & Zabka, 2020, s. 181)
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(Poznamenajme este, Ze leteckd navigécia je v mnohom blizka ndmornej navigacii:
lod undsa vodny priad, v pripade lietadla tilohu vody hrd masa vzduchu unésana
vetrom.)

Priklad najzdkladnejsej tlohy leteckej navigacie, pozri obrazok 19: Poznéate
vektor pravej vzdusnej rychlosti (PVR = 290 km/h, K = 126°) a vektor vetra
(W =70°, V =50 km/h). Zistite tratovy uhol a velkost tratovej rychlosti (teda
kam a akou rychlostou vlastne letite) a uhol znosu (teda o kolko sa kurz 1isi od
tratového uhla).

Obr. 19: Zakladna uloha leteckej navigacie

Na najdenie rieSenia stac¢i narysovat vo vhodnej mierke situdciu zndzornena
na obrazku 19 a odmerat velkost TR a uhol e (samozrejme aj tu mozno pouzit
vypocet, ten vSak teraz nie je v centre nasej pozornosti).

Nenechajte sa pomylit zdanlivym fatalizmom predchadzajicej tlohy (nasta-
vime smer a rychlost a zistujeme, kam vlastne doletime): aby sme mohli riesit
zmysluplnejSie tlohy, musime najprv porozumief rieSeniu takychto zdkladnych
(a to neplati len pre ulohy leteckej navigacie). Tou zmysluplnejSou je napriklad
takato tloha: vieme, kam chceme doletiet, vieme, ako rychlo poleti lietadlo (voéi
vzduchu) a pozndme vietor. Otdzka znie: aky kurz treba nastavit na kormidlach
a kedy doletime do ciela? S konkrétnymi hodnotami: Poznéte tratovy uhol TU =
= 109° (ten je uréeny spojnicou bodu, z ktorého Startujete, a bodu, kam chcete
doletiet), smer a rychlost vetra (W = 20°, V = 30 uzlov) a velkost pravej vzdus-
nej rychlosti (PVR = 160 uzlov). Méte uréit kurz a tratovia rychlost. Riesenie
znazornené na obrazku 12 je vlastne konstrukcia trojuholnika X BC, v ktorom
pozndme dve strany (BC a XC) a uhol proti viiéSej z nich. V narysovanom
obrazku odmeriame

e velkost X B, ktord uréuje tratovi rychlost (z nej a zo znamej vzdialenosti

Startu a ciela vieme vypocitat dobu letu),

e uhol ¢ (hladany kurz ma potom velkost 109° — ¢).
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Obr. 20: Dalsia z Gloh leteckej navigécie

Obdobn4 tiloha, len s vymenenou zndmou a neznamou rychlostou: éas letu je
uréeny (tym je urcend aj tratova rychlost), chceme zistit, akou vzdusnou rych-
lostou (a — samozrejme, ako predtym — pod akym kurzom) treba letiet.

Informécia o smere a rychlosti vetra je dolezita. Kedysi ju navigator dostal od
meteorolégov pred Startom, pocas letu ju vSak musel zisfovat sdm. Robilo sa to
pomocou znosu pri dvoch réznych kurzoch (postup opisujeme podla prirucky le-
teckej navigacie z 2. svetovej vojny): navigdtor poznal kurz a pravt vzdusnu rych-
lost lietadla a pozorovanim zistil trafovy uhol, toto meranie potom zopakoval pri
inom kurze lietadla (tieto dve merania s zndzornené na zeleno a sivo podfarbe-
nych obrazkoch v hornej ¢asti obrazka 21). Potreboval zistit smer a rychlost vet-
ra, ktort reprezentuje na obidvoch obrazkoch ta ista cervena orientovana tisecka.
Riesenie bolo zaloZené na peknej myslienke (pozri spodni ¢ast obrazka 21): ak
situacie znazornené na dvoch hornych obrazkoch nakreslime do jedného obrazka
tak, aby sa Cervené orientované useCky prekryli, tak dostaneme obrazok, ktory
vieme narysovat (lebo poznime smer a velkosti zelenych tseciek a smer ¢iernych
priamok). Z narysovaného obrazka uz vieme odmeraf smer aj velkost Cervenej
orientovanej usecky.

TRI VETY NA ZAVER

Ulohy, ktoré sme v nasom prispevku uviedli, mozno pouzif viacerymi spésobmi:
ako podnety na rysovanie, objavenie postupu konstrukcie, vypocet (alebo ich ne-
pouzit vobec). Vietky maji jednu spoloéni vlastnost: matematika sa tu pouziva
na riesenie nejakého problému z redlneho sveta. Tato skuto¢nost moze byt pre
ziakov dolezita: ,Ludia sa najlepSie ucia, ked sa zcasttiuja ¢innosti, ktoré pova-
7ujl za uzitofné v redlnom Zivote a su kultirne relevantné* (Vosniadou, 2001,
s. 11).
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Obr. 21: Zistovanie smeru a rychlosti vetra pomocou znosu pri dvoch roéznych kurzoch
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