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Uvod

Predkladame Vam suhrn rieSenych prikladov z oblasti fyzikalnej chémie, ktory slazi
ako ucebny podklad k vypoctovému seminaru druhej casti kurzu fyzikalnej chémie
(FCh2).

Rozdelenie zakladného kurzu FCh na dve casti, prinasa skoncentrovanie vseobec-
nych tém do prvej Casti kurzu a niektorych vybranych Specifickych tém do druhej
Casti. Tato Struktura je nova, povodné rozclenenie vSak neumoziovalo vyclenit prva
cast — FCh1 - ako celkovy prehl'ad fyzikalnej chémie a ponuknut ho aj studentom
inych odborov (ucitelom chémie, biol6gom, geolégom a inym). Predkladana ucebnica
svojim obsahom nepokryva prikladmi tematiku fyzikalnej chémie ako celku, k ¢omu
je u nas dostupnych viacero dobrych ucebnic.!=® Ide len o vybrané kapitoly, reflek-
tujace témy prislachajuceho prednaskového kurzu FCh2. Nie je a ani nema ambiciu
byt komplexnou zbierkou tloh z FCh. Takychto zbierok je v stcasnosti k dispozicii
viacero,”® ich rozsah viak méze niekedy odradit. Nasim ciel'om bolo preto vyber pri-
kladov zazit Specificky pre potreby kurzu Fch2.

Naroc¢nost jednotlivych zadani preto nepresahuje obvykly ramec zakladného kurzu.
Obsah je rozc¢leneny do jednotlivych tematickych kapitol, reflektujicich struktaru
prednasky. Kapitoly obsahujt rieSené priklady k danej téme, pricom ciel'om je Studen-
tovi predstavit sSirsiu skalu typickych problémov, s akymi sa mozu stretavat v chemic-
kej praxi. Podobne aj rieSenia tychto prikladov pokryvaju komplexnejsi rozsah pristu-
pov od beznych slovnych aloh, cez $pecifické tlohy matematického charakteru, azZ po
numerické riesenia s pouzitim typickych beznych softvérov, ale aj pomocou vlastnych
kratsich programov.

Zadania Prikladov 4.4 a 4.5 st prevzaté z vynikajtcej populariza¢nej knihy Zdhady,
klice, zajimavosti o¢ima fyzikdlni chemie,’ ich rieSenie je vSak obohatené o zaujimavé
doplniujice poznamky a najma potrebné fyzikalno-chemické avahy veduce k detail-
nému odvodeniu matematickych vztahov nevyhnutnych k vyrieSeniu zadania, ktoré

v povodnej literattre chybaja. Podobne rieSenie prikladu 5.6, prevzatého z knihy En-



vironmental Organic Chemistry,19 je obohatené o detailny fyzikalno-chemicky pohl'ad
na rozdel'ovanie chemickej latky medzi dve fazy (plyn/kvapalina; navzajom nemiesa-
teIné kvapalné fazy), rozne sposoby vyjadrenia rozpustnosti prchavych organickych
latok v kvapalnej faze, ako aj o hodnotenie sily nukleofilu pri kvantitativhom opise
degradacie vo vode rozpustnych organickych latok v zivotnom prostredi.

Pouzity matematicky aparat potrebny na rieSenie zadanych prikladov neprevysuje
uroven zakladného vysokoskolského kurzu matematiky pre chemikov, v mnohych pri-
padoch zostava na Grovni matematiky strednej skoly. V niektorych prikladoch sa po-
uzivaja numerické riesenia, avSak ani Groven tychto nepresahuje obsah zdkladného
kurzu numerickej matematiky, ktory je v stcasnosti uz integralnou sucastou mate-
matického kurikula pri stadiu chémie na fakultach prirodovedného aj technického
typu. Matematicky aparat na rieSenie vybranych tloh matematickej fyziky je, pravda,
o nieco komplikovanejsi ako pri rieSenych prikladoch, avSak ani ten nepresahuje vys-
Sie uvedenu uroven. Aj tieto Glohy sme sa snaZili spracovat tak, aby boli rieSiteIné
v ramci beznej matematickej vybavy chemika. Mnohé zaujimavé aspekty tychto mo-
delov, ktoré mozno najst v Sirokej skale dostupnej literatry venujicej sa rovniciam
matematickej fyziky ostanti nediskutované, nakol'ko ¢asto vyzaduji komplikovane;jsi
matematicky aparat, a presahovali by tak zamysl'any rozsah tejto ucebnice.

Zo strany autorov ide o prvy pokus pokryt tato oblast aj prislusnou ucebnicou a
ako taky nie je iste optimalny. Budeme preto vdac¢ni za kazda pripomienku umoz-
nujucu zlepsenie kvality obsahu i formy tejto ucebnice. Privitame aj namety na jej
pripadné doplnenie o iné vhodné témy, stvisiace s kurzom FCh2, aj keby sa z ¢aso-
vych dovodov na program samotného seminara nedostali a ostali by iba témami na

samostudium.



1 Aktivitné koeficienty

Priklad 1.1

Pouzitim jednoduchého limitného Debye—Hiickelovho (DH) vztahu vypocitajte akti-

vitny koeficient kationu Na*™ v 0,001 M roztoku NaCl.
RieSenie
UvaZzujme elektrolyt KAy, ktory vo vodnom roztoku disociuje podl'a rovnice
K Ay = xK* +pA* . (1-1)

Na zaklade Debye—Hiickelovej teérie vieme, ze aktivitny koeficient kladného alebo za-
porného i6nu v roztoku elektrolytov je funkciou i6novej sily I, ktora je definovana

vztahom
1
I=3 Zciziz, (1-2)
1

kde index i prebieha cez vSetky nabité Castice v roztoku (t.j. nie nutne iba tie, kto-
rych aktivitny koeficent bilancujeme), ¢; predstavuje ich koncentraciu a z; ich nabo-
jové cislo (tj. z; = g;/¢€p). Najjednoduchsim vztahom, ktory umoznuje stanovit aktivitny
koeficient, je tzv. limitny Debye—Hiickelov vztah, ktory mozno uviest zvlast pre katiény

a anioény v tvare

logy, = —Az} VI, (1-3)

logy_ = -Az* VI,

kde y, a y, st aktivitné koeficienty katiéonu alebo aniénu. Niekedy je uzito¢né zaviest

aj tzv. stredny aktivitny koeficient y., ktory je dany vztahom

Ve = VX +yyiy?. (1-4)
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Po dosadeni z rovnic (1-3) mozZeme ziskat casto pouZivany limitny Debye—Hiickelov

vzfah pre stredny aktivitny koeficient
logy, =-Alz,z_| VI (1-5)

Konstanta A, vystupujtca vo vztahoch (1-3) a (1-4) zavisi od teploty a pri 25 °C ma
¢iselnt hodnotu 0,507.

Na vypocet aktivitného koeficientu iéonu Na*, ktory mozeme previest podla rov-
nice (1-3) potrebujeme teda stanovit iénovu silu roztoku. Uni-univalentny elektrolyt

NaCl disociuje podl'a schémy
NaCl — Na* +Cl". (1-6)

Nakol'ko ide o silny elektrolyt, predpokladamne takmer aplnt disociaciu (rovnovaha
(1-6) je teda silne posunuta doprava). V roztoku mame teda iéony Na* a Cl-, oba s
koncentraciou ¢ = 0,001 M. Okrem toko sa v roztoku nachadzaja iény H (H;0") a

OH", ktoré vznikli autoprotolyzou vody
H,0 = H* + OH~ (1-7)

Vzhladom na predpokladant neutralnu reakciu roztoku NaCl (kedZe ide o sol silnej

kyseliny a silnej zasady), mézeme ich koncentraciu odhadnat z iénového sucinu vody
[H']=[OH] = YK, = V10-14=10"7 (1-8)

Takato koncentracia je oproti cy,+ a cci- nevyznamna, preto ju moZeme pri vypocte

ionovej sily zabedbat. Podl'a rovnice (1-2) potom pre idnova silu dostavame

1 1
I'=>(ena® LZR e Cer  Zel) = (0,001 M- 1240,001 M- (-1)>)=0,001 M (1-9)

(i6bnova sila pre uni-univalentny elektrolyt je rovna jeho koncentracii). Pre hladany



aktivitny koeficient yy,+ nakoniec podla rovnice (1-3) dostavame

log Yna+ = ~A - 25+ VI =-0,507 - (1)> V0,001 = -0,0160 10

Vgt = 1010878 = 10700160 — 9638,

Ako vidime, aktivita ionu Na™ sa pri iénovej sile 0,001 M uz cca o 3,4 % lisi od ideal-

neho spravania.

Priklad 1.2

Vypocitajte aktivitny koeficient Na* v 0,001 M roztoku NaCl, v ktorom je rozpusteny
dalsiindiferentny elektrolyt Ca(NOj3), s koncentraciou 0,1 M. Pre vypocet aktivitného
koeficientu pouzite vhodny vztah a vysledok porovnajte s hodnotou ziskanou pomo-

cou limitného DH vztahu.
Riesenie

Platnost limitnych Debye-Huckelovych vztahov (1-3) a (1-5) je vyrazne obmedzena
na oblast nizkych iénovych sil, pribliZzne po I ~ 0,001 M. Pri vys$ich hodnotach iénovej
sily je potrebné zaviest dodatocné korekcie. Existuja rozne formy tejto korekcie, od
¢isto empirickych po také, ktorych parametre maja istt fyzikalnu interpretaciu. Casto

pouzivanym je tzv. rozsireny Debye—Hiickelov vztah, ktory ma tvar

B —Azi2 \/T

logy=—"1t 1-11
gy BV ( )

s fixnymi parametrami A = —-0,507 a B = 3,3 a dal$im iénovo Specifickym parame-
terom b, ktory ma vyznam efektivneho polomeru skimaného iénu. Hodnoty efek-
tivnhych polomerov byvaju tabelované a mozno ich najst v Specializovanej literature,
(napr. pre Na+ je b = 0,45 a pre Cl™ je b = 0,30). Pokial sa vSak chceme vyhnut

vyhl'adavaniu dalSich Specifickych parametrov, moZeme siahnut po tzv. Daviesovom

10



vztahu'

VI
+ VI

ktory sa vacSinou pouZiva s fixnymi koeficientami A = —0,507 a C = —0,3 nezavisle

1ogy=—Az,.2(1 +c1), (1-12)

od chemickej identity popisovaného ionu. Daviesov vztah je pouziteIny aj pri vyssich
i6onovych silach.

K stanoveniu aktivitného koeficientu yy,+ potrebujeme v zmysle vztahu (1-12)
poznat iba iénovu silu. V nasom roztoku sa nachadzaju styri rozlicné iény s chemicky
vyznamnou koncentraciou Na*, C1~, Ca** a NOj (iény H* a OH™ mozno zanedbat z
tych istych dovodov, ako v Priklade 1.1). Pri predpokladanej aplnej disociacii NaCl aj

Ca(NOj), maju tieto iény v roztoku nasledovné koncentracie

cNat = cc- = ¢(NaCl) =0,001M,
cc.2+ = c(Ca(NO3),) = 0,1M, (1-13)

CNO; = ZC(Ca(NO3)2) = 0,2M

Celkova idnova sila roztoku teda nadobuda hodnotu

1 2 2 2 2 2
I = 5 ZC,’Zi = CNat ZNa* + CCI_ZCF + CCaz+anzJr + CNogzNog
1
0,000 M-12+0,001 M- (-1)2+ 0,1 M- (2)2+0,2M-(-1)>  (1-14)
B 2

=0,301 M.

Poznamka

Vzhladom k tomu, Ze ¢(NaCl) < ¢(Ca(NO3),), bolo by v nasom pripade mozné zanedbaf aj

prispevok od ionov Na* a C1™ a idnovii silu urcif len z dominantngch prispevkov od Ca®" a

NO3, dopustili by sme sa tym chyby ~ 0,33%.

11



Aktivitny koeficient yn,+ pri I = 0,301 M podla Daviesovho vztahu (1-12) je

ﬂ -0,3-0,301)=-0,1338
1+ ‘\/0,301 (1_15)

YNa+ = 10791338 = 07348,

1og ¥na+ = —0,507 - (1)?

Pre porovnanie vypocitame yy,+ pomocou limitného Debye-Hiicklovho vztahu

(1-3)

log yna+ = —0,507 - (1)> V0,301 = —0,2782
(1-16)

YN+ = 10792782 = 0,5270,

Ako vidno, limitny Debye-Hiickelov vztah precenuje pokles aktivitného koefi-

cientu s iénovou silou v nasom pripade uz takmer dvojnasobne.

Priklad 1.3

Vypocitajte hodnotu zdanlivého stcinu rozpustnosti AgCl v roztoku s iénovou silou
I =0,25 M (zabezpecenou indiferentnym elektrolytom NaNO3), pokial viete, Ze nasy-
teny roztok AgCl v ¢istej vode obsahuje 1,4472 mg striebrana 1 L (M,(Ag) =107,8682

g/mol).

RieSenie

Sacdin rozpustnosti slabo rozpustného chloridu strieborného, t.j. rovnovaznu konstantu

procesu
AgCl(s) = Ag*(aq) + Cl (aq) (1-17)
vyjadruje vyraz
dagract”
K((AgCl) = ——— = azgracr, (1-18)
AAgCl

12



kde a oznacuje bezrozmernu relativnu aktivitu. Ked'Ze aktivita zrazeniny pri konstant-
nej teplote a tlaku sa nelisi od jej aktivity v jej Standardnom stave, mozno relativhu
aktivitu v menovateli vyrazu (1-18) pokladat za jednotkovu, takze jeho citatel pred-
stavuje rovnovaznu konstantu ako celok. Ak vyjadrime aktivity pomocou aktivitnych

koeficientov a koncentracii dostavame

K, (AgCl) = apgraci- = YagtCagtVal-Ccl- = Vicagt-cal- = yi[AgTI[CI7]. (1-19)

V rovnovahach slabo rozpustnych soli byvaju koncentracie ztc¢astnenych idénov casto
velmi nizke. Pokial sa v roztoku nenachadzaju d'alsie iény (napr. indiferentné) a cel-
kova i6nova sila je nizka, moZeme povazovat aktivitné koeficienty za blizke jednotke

a z rovnice (1-19) ich vynechat, ¢im dostavame najbeznejsie pouzivany tvar
K,(AgCl) = [Ag*][CI ] (1-20)

V pripade nasyteného roztoku cistého AgCl v Cistej vode modzeme predpokladat,

[AgT]=[Cl] =5, (1-21)

nakol'ko jedinym zdrojom oboch iénov je reakcia (1-17) , podla ktorej sa iéony uvol-
nuju do roztoku v pomere 1:1. Symbol s oznacuje molarnu rozpustnost, pomocou kto-
rej K nakoniec vyjadrime ako

K, =52, (1-22)

pri¢om s v rovnici (1-22) pouZijeme bez rozmeru. V nasom pripade mozno molarnu

rozpustnost s v Cistej vode vypocitat priamo

Mg+ 0,0014472 g

*T MgV 107,8682 g/mol - 11

=1,3416 x 10> M (1-23)

Kedze ide o uni-univalentny elektrolyt, je iénova sila rovna koncentracii I = s a pri

takejto hodnote I mozeme skutocne pokladat y, ~ 1 a stcin rozpustnosti K stanovit

13



pomocou rovnice (1-22)

Ky=5>=(1,3416x107)>=1,8x1071°, (1-24)

Pokial by sme vsak chceli pouzivat rovnicu typu (1-20) (t.j. nad’alej uvazovat po-
mocou rovnovaznych koncentracii namiesto aktivit) aj pre roztoky s vyznamnejsou

ibnovou silou, musime rovnicu (1-19) primerane upravit na

[AgHlICIT] = 3 =K

2 s’
+

(1-25)

S

kde K/ je tzv. zdanlivy sii¢in rozpustnosti, ktory je vsak funkciou iénovej sily K; = f(I),
nakol'ko aktivitné koeficienty y. zavisia od I. Pokial vSak pracujeme za podmienok, ze
idnova sila v roztoku zostava konstantna, bude konstantna aj hodnota K. Pre roztok
zo zadania s I = 0,25 M pre stredny aktivitny koeficient y, podla (1-12) dostavame
)

logy. = —0,507|zNa+zC1—|(— -0,31

1+ \/T
V0,25
1+ 40,25

y, =1070992% = 0,8074.

logy, = —0,507|(+1)(—1)|( -0,3- 0,25) = -0,0929 (1-26)

Pre vypocet sme pouzili Daviesov vztah, nakol'ko s I > 0.001 M vysoko prekracu-
jeme hrani¢né hodnoty I pripustné pre pouzitie jednoduchsieho limitného Debye-
Hickelovho vztahu. Pre zdanlivy stucin rozpustnosti pre I = 0,25 M potom pomocou

rovnice (1-25) dostavame

K, 1,8x1071?

= =2,7612x 10719, 1-27
2 (0,8074)2 ( )

K

<

Pokial teda chceme aj pri I = 0,25 M pouzivat pri vypoctoch rozpustacich rovnovah
AgCl zauZivany koncept pomocou rovnovaznych koncentracii, musime namiesto sku-
to¢nej termodynamickej hodnoty K, pouzit zdanliva hodnotu K/, ktora je vsak oproti

povodnej o ~ 53 % vyssia, €o je rozhodne nezanedbatelny faktor.

14



2 Polarografia

Priklad 2.1

Zo zaznamu polarografickej analyzy 23,0 ml 0,017 M roztoku CdCl, (v 1 M KCI) sme
odcitali hodnotu limitného difazneho pradu, ktora c¢inila 36,22 mm. Nadobka s or-
tutou bola pri experimente umiestnena tak, Ze vyska hornej hladiny rezervoaru bola
48,0 cm nad ustim ortutovej kvapkovej elektrody. Nasledne sme zdvihli rezervoar o
35,72 cm. Vypocitajte vysku polarografickej vlny pri opakovanom experimente v no-

vom usporiadani.
Riesenie
Limitny difazny pruad sa riadi Ilkovicovou rovnicou
121
I; =kzFD2m3tsc, (2-1)

kde m je prietokova rychlost ortuti a ¢ je doba kvapky. Intuitivne je zrejmé, ze m je

priamo, kym f je nepriamo Gimerna vyske ortutového stipca h
m~h, t~— (2-2)

Dosadenim tamernosti (2-2) do Ilkovic¢ovej rovnice (2-1) dostaivame odmocninovu za-

vislost limitného diftizneho pradu na vyske ortutového stipca

— ah?, (2-3)

o

Ly(h) ~ h3h™

kde sme do konstanty a zdruzili vsetky ostatné faktory nezavisiace od h. Vyuzijuc

rovnicu (2-3) dostavame

1
1Py (hz)2
L P I 2-4
Ijg \Iy (2-4)

15



Pri posunuti rezervoara o Ah = 37,52 cm bude nova vyska
hy, =hy+Ah=48,00 cm+ 37,52 cm = 85,52 cm (2-5)

a pre nova hodnotu limitného diftzneho pradu dostavame pomocou rovnice (2-4)

L

h 2
Iy =1y (h—f) = 36,22 mm(

85,52 cm

1
7
= . 2—
18 cm ) 48,35 mm (2-6)

Priklad 2.2

Polarografia sa vo svojej dobe s tispechom pouZivala na stanovenie obsahu kovov vo
vzorke vedla seba. Pri analyze roztoku, v ktorom boli popri nosnom elektrolyte (KCI)
pritomné iény Zn?* a Cd?*, sa pri hodnotach zavernych potencialov E; = -0,8 Va E, =
—1,35 V namerali vysky polarografickych vin (pradov) I; = 24,0 mm a I, = 62,3 mm.
Nasledne sa analyzovali Cisté vzorky (obsahujuce uvedené kationy jednotlivo) s kon-
centraciou kovu vzdy ¢ = 0,025 M (v tom istom nosnom elektrolyte, v tej istej apa-
rattire a pri tej istej vyske Hg stipca), pri¢om sa pre vzorku obsahujicu Zn?* nameral
referenény limitny difazny prad I .f(Zn?*) = 42 mm a pre vzorku obsahujacu Cd?*
sa nameral referen¢ny limitny diftzny prad I ¢(Cd*") = 42,48 mm. Polvlnové po-
tencialy Cd** — Cd® a Zn?" — Zn" méZeme pri danych podmienkach ocakéavat pri

hodnotach E%(Cd2+) =-0,53Va E%(Zn“) =-1,05 V.
* Vypocitajte koncentraciu oboch katiéonov v analyzovanej vzorke.
* Vypotitajte pomer diftznych koeficientov D(Zn**)/D(Cd*").
Riesenie
Pri konstantnej vyske Hg stipca aj koncentréacii nosného elektrolytu je podl'a Ilkovi-

¢ovej rovnice (2-1) limitny difazny prad priamo umerny koncentracii elektroaktivnej

16



latky
I; =ac. (2-7)

Z experimentov pri ¢istych vzorkach mozeme stanovit konstanty tmernosti a pre oba

kationy
Ijref(Zn?*") 42 mm
L= - ~ 1680 mm/M, 2-8
¥zn? Crof 0,025 M mm/ (2-8)
I .of(Cd*") 42,48
apgr = dref(CAT) _ 1 = 1699 mm/M. (2-9)

Cref ~ 0,025 M

Vzhl'adom na hodnoty polvlnovych potencidlov mozno predpokladat, ze pri E; =
—0,8 V dosiahne uz kadmiova vlna hodnotu limitného difazneho pradu, pricom ka-
tiony Zn>" sa nebuda este redukovat vdbec. Signal pri E; = —0,8 V mozno teda cely
pripisat vylu¢ne Cd?*, teda I; = I;(Cd*"), na zaklade ¢oho mozeme priamo uréit jeho

koncentraciu v roztoku ako

L 24 mm
acgz  1699,2 mm/M

c(Cd*") = =0,0141 M. (2-10)

Pri hodnote napatia E, = —1,35 V mozno predpokladat kvantitativne vylucovanie
oboch katiénov a celkovy limitny difazny prad je sa¢tom I, = I;(Cd*") + I;(Zn>").

Hodnotu I;(Cd*") sme v$ak uz identifikovali ako I;, takZe I;(Zn?*) Tahko dopo¢itame
I;(Zn**) = I, - 1;(Cd*") = 62,3 mm — 24,0 mm = 38,3 mm, (2-11)

z ¢oho stanovime hl'adantit koncentraciu

I;(zn**) 383 mm
ay 2+ 1680 mm/M

c(Zn’") = =0,0228 M. (2-12)

Zostava nam stanovit odhad pomeru difaznych koeficientov. Pri rovnakych kon-

centraciach i ostatnych experimentalnych parametrov mo6zeme podla Ilkovic¢ovej rov-
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nice (2-1) pre pomer limitnych difaznych pradov pisat

1
larei(Zn®) _ o(Zn®)D(zn*)} (D<Zn2+))2 (2-13)
Iief(Cd?Y)  ¢(Cd®)D(Cd?"): \D(Cd*"))
Z tejto rovnice mozeme vyjadrit odhad pomeru difaznych koeficientov
D(Z 2+ I . y4 2+)\2 42 2
Zn’ ):( e - )) :(—mm ) = 0,9887. (2-14)
D(CA”)  \Iyper(Cd?)/ ~ 4248 mm

Priklad 2.3

Uvazujme polarografickt analyzu 10 ml roztoku CdCl, s neznamou koncentraciou.
Limitny difazny prad tohto roztoku ma rodnotu 27,11 r.u. (r.u. — relativna jednotka
(z angl. relative unit, napr. dielik). Na stanovenie koncentracie roztoku sme pouZzili
metodu standardného pridavku. K roztoku s neznamou koncentréaciou sa pridalo 5,5
ml 0,05 M CdCl,. Limitny difazny prad takto ziskaného roztoku (merany pri tej istej

vyske Hg stipca) bol 36,2 r.u.. Vypocitajte koncentraciu CdCl, v pévodnom roztoku.
Riesenie

Ak ma povodna neznama koncentracia vo vzorke o znamom objeme V; hodnotu ¢,
potom po pridani roztoku o znamej koncentracii ¢, a objeme V, nova koncentracia v
takto vzniknutom roztoku ¢ dosiahne hodnotu

Cpr +COV0
Vp + VO

= (2-15)
Limitny difazny prad je podla Ilkovicovej rovnice (2-1) priamo tmerny koncentacii

latky v roztoku. Pre pomer koncentracii ¢/c( teda plati

¢ Iz  362r.u

a=—= =
co In 27,11ru

=1,3353, (2-16)
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kde I;; a I;; st hodnoty analytického signalu (v nasom pripade limitného difazneho

pradu) pred a po pridani pridavku (metdéda standardného pridavku). Hodnotu ¢ vy-

jadrime z rovnic (2-15) a (2-16) a dame do vzajomnej rovnosti

¢ = acy = Cpr + COV0
VP + VO
odkial pre ¢y dostavame

VP

V0+Vp

€0 =6p V0
a —_——

V0+Vp

Dosadenim prislusnych hodnét napokon dostavame

5,5 ml
10 ml+5,5 ml

10 ml
1,3353 - 10 mI+5,5 ml

co = 0,05 M
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3 Empirické LFER vztahy

UZitocnym nastrojom organickych chemikov pri hlbsom nahl'ade na mechanizmus
reakcie, reaktivne medziprodukty a zhodnotenie vztahu Struktara-zelana vlastnost
(napriklad reaktivita substratu, aktivita biomolekuly, stabilita fotoprepinaca, rychlost
degradacie v Zivotnom prostredi, atd.) si tzv. linearne vztahy pre zmenu Gibbsovej
energie (angl. Linear Free Energy Relationships; LFER), tykajuice sa bud zmeny reak¢-
nej Gibbsovej energie alebo Gibbsovej energie tranzitného stavu vplyvom elektréon-
donorného, resp. elektron-akceptorného efektu substituenta.!? LFER st teda linearne
vztahy opisujuce zavislost rovnovahy chemickej reakcie alebo jej rychlosti od para-
metrov substituentov, ktoré opisuju elektronové efekty jednotlivych substituentov.
Medzi najznamejsie a najpouzivanejsie linearne vztahy pre zmenu Gibbsovej ener-
gie LFER sluziace k posudzovaniu vplyvu substituenta X na prebiehajiacuj chemicka

reakciu patria ur¢ite Hammetove zavislosti v tvare
Kx kx
l — ] = 1 — ] = 3—1
og(KH) og(kH) pox (3-1)

kde Ky, Ky st rovnovazne konstanty, ky, ky st rychlostné konstanty, ox st Hammet-
tove konStanty pre jednotlivé substituenty a p je smernica danej zavislosti reprezen-
tujaca citlivost reakcie na efekt substituenta (nazyva sa aj reak¢na konstanta alebo
konstanta citlivosti).

Zo stanovenej hodnoty reakénej konstanty je potom mozné vyvodit nasledovné

zavery pre dana chemicka reakciu:

1. p > 0 — pocas reakcie dochadza k tvorbe/narastu zaporného naboja (resp. par-

cidlneho zaporného naboja)

2. p ~ 0 —reakcia nie je citliva na efekt substituenta; pri ustaleni termodynamickej

rovnovahy, resp. v rychlost ur¢ujucom kroku nedochadza k zmene naboja
3. p <0 - pocas reakcie dochadza k tvorbe/narastu kladného naboja (resp. parcial-
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neho kladného naboja)

Medzi koncepty LFER pokusajtce sa separovat indukcny efekt substituentov na
chemicku reakciu od mezomérneho efektu patri napriklad Swainova-Luptonova za-

vislost
K
log(—x):log(k—x):fF+rR, (3-2)
Ky ky

v ktorej pomery rychlostnych a rovnovaznych konstant st analogické ako vo vztahu
(3-1), F je parameter opisujaci indukcény efekt substituenta (v pripade pritomnosti
elektrického néboja substituenta ide aj o efekt elektrického pol'a na reak¢né centrum,
tranzitny stav alebo napriklad termodynamicku stabilitu produktu; odtial skratka F
z angl. field) a R parameter opisujaci mezomérny efekt substituenta (tzko stvisiaci
s moznymi rezonan¢nymi Struktirami u danej latky, preto skratka R). Elektronovy
efekt jednotlivych substituentov X je tak rozdeleny do dvoch parametrov F a R s pri-
slusnymi koeficientami f a r, kde prispevok indukcéného, resp. mezomérneho efektu
je mozné stanovit jednoducho na zaklade koeficientov f a r ziskanych pomocou dvoj-
parametrovej linedrnej regresnej analyzy a typicky je vyjadreny percentudlnym podie-
lom oboch efektov (ktoré tu pre odlidenie od koeficientov f a r ozna¢ujeme ako f a 7),
teda

T (o)) — f A
Fon= PR =

Dalsie podrobnosti a priklady k LFER st v pripade zdujmu vel'mi dobre zhrnuté

(3-3)

v ucebnici Eric V. Anslyn, Dennis A. Dougherty: Modern Physical Organic Chemis-

try.12

Priklad 3.1

Ditienyletény (vSeobecne diaryletény) patria medzi najznamejsie molekulové fotopre-
pinace vykazujuce fotochromizmus typu P, kde prepinanie medzi dvoma rozne fareb-
nymi formami tej istej latky sa uskutoc¢niuje v oboch smeroch reakcie pomocou sve-

telného impulzu a pri izbovej teplote dochadza len k veImi pomalej premene termo-
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dynamicky menej stabilnej cyklickej formy na termodynamicky stabilnejSiu otvorena

formu (Obrazok 1).13

Poznamka 1

Diaryletény ako jedny z mdla molekulovych fotoprepinacov vykazujii efektivne prepinanie aj
v pevnej (krystalickej) fdze a potencidl ich vyuZitia tak spadd najma do oblasti spracovania
optického signdlu pre optickii/optoelektronickii komunikdciu ako casto predpovedanii cestu bu-
diicnosti poéitaéovych technoldgii.'*=16 Fotochemickou reakciou zodpovednou za prepinanie
medzi otvorenou a zatvorenou formou diaryleténov (na rozdiel od hydrazénovych fotoprepina-
¢ov uvedenych v priklade 4.3) je 6-1t elektronova fotocyklizdcia riadend Woodward-Hoffmannovymi

pravidlami o zachovani orbitdlovej symetrie. 1

FF

= -N02
-CN
-CF,4
-H
-OMe
-N(Ph),
-N(Me),

uv
Vis

NOAOARWN-=

Obr. 1: Schéma svetlom indukovaného prepinania medzi otvorenou bezfarebnou (vlavo) a cyk-
lickou farebnou termodynamicky menej stabilnou formou (vpravo) nesymetricky substituova-
nych ditienyleténovych fotoprepinacov 1-7 (Het = heterocyklus).

Jednym z kI'tcovych parametrov urcujacich konkrétnu aplikaciu fotoprepinaca je
jeho termicka stabilita reprezentovana polcasom spatnej termickej reakcie (t 1 ) termo-
dynamicky menej stabilnej formy, v tomto pripade farebnej cyklickej formy (viac o
fotoprepinacoch uvadzame v priklade 4.3). V tabulke 1 st uvedené vypocitané Gibb-
sove energie tranzitného stavu otvarania Sestclenného kruhu cyklyckej formy p-fenyl
substituovanych nesymetrickych ditienyleténovych fotoprepinacov 1-7 a vypocitané
hodnoty Hammettovych konstant o, pre para substituenty na benzénovom jadre (po-
znamka nizsie).

Na zaklade uvedenych dat vypocitajte hodnoty rychlostnych konstant tejto reak-
cie pre jednotlivé ditienyleténové fotoprepinace 1-7 a pomocou Hammettovej zavis-

losti (3—-1) odhadnite polc¢as spatného termického otvorenia kruhu pre ditienyletén 8
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Tabul'ka 1: Vypocitané Gibbsove energie tranzitnych stavov a hodnoty Hammettovych kon-
stant o, prislusnych substituentov X (Obrazok 2).

zlaéenina X oy AG* [kcal/mol]
1 NO, 0,984 29,63
2 CN 0,618 30,38
3 CF;3 0,647 30,37
4 H 0,096 30,93
5 OMe -0,331 31,42
6 N(Ph), -0,180 31,27
7 NMe, -0,681 31,80

s karboxylovou funk¢énou skupinou v para polohe fenylu pri teplote 25 °C (Obrazok 2;

Gp,COOH = 0,523)

8

Obr. 2: Struktira nesymetricky substituovaného ditienyleténového derivatu 8 (Het = hetero-
cyklus).

Poznamka 2

Hodnoty experimentdlne stanovenych Hammettovych konstant o, pre mnozstvo struktiirou
jednoduchsich substituentov je mozné ziskat v prehladnom ¢lanku od autorov Hansch a kol.'”
Pre zloZitejsie substituenty experimentalne stanovené hodnoty o, nie sii dostupné, no je ich

mozné ziskat vypoctom pomocou jednoduchého internetového ndstroja vytvoreného neddvno

Dr. Petrom Ertlom.18

RieSenie

Hodnoty rychlostnych konstant pre jednotlivé ditienyleténové fotoprepinace 1-7 je
mozno ziskat vypoctom pomocou Eyringovej rovnice (tiez Eyringovej—Polanyiho rov-

nice), ktora dava do savisu rychlostnti rovnicu s termodynamickymi parametrami ak-
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tivacného procesu (prechod od vychodiskovej latky do aktivovaného komplexu) a ma
tvar

k= KTe_T, (3—4)

kde kg, h a R reprezentuju Boltzmannovu, Planckovu a univerzalnu plynova kon-
S$tantu s hodnotami kg = 1,38064852 x 10723 kg m? s2 K™!, h = 6,62607004 x 10734
kg m? s7! a R = 8,314472 kg m s™! mol™! K~! Symbol « predstavuje tzv. transmisny
koeficient, ktory stanovuje, aky diel aktivovaného komplexu sa nakoniec rozlozi na
produkty (t.j. pohyb po energetickej hyperploche v stacionarnom bode tranzitného
stavu prebehne po reakénej koordinate v smere produktov). Pre jednoduchost pred-
pokladajme hodnotu « =1, ¢o je obvykly pripad.

Z rychlostnych konstant vypocitanych pomocou Eyringovej rovnice (3—4) moZeme

nasledne tak zostrojit Hammettovu zavislost v tvare

k
log (é) = POy X- (3-5)

Vsetky vypocitané hodnoty uvadzame v tabulke 2 a graficky Hammettovu zavis-

lost (3.1) ilustruje obrazok 3.

Tabul'ka 2: Vypocitané Gibbsove energie tranzitnych stavov a hodnoty Hammettovych kon-
stant o, prislusnych substituentov X (Obrazok 2).

zladenina X oy AG* [kcal/mol] Kk at 25°C [s71] % log ],z—;
1 NO, 0,984 29,63 1.15x10°  8.95 0,95168
2 CN 0,618 30,38 3.26x10710 2,54 0,40429
3 CF; 0,647 30,37 3.33x10710 259 0,41325
4 H 0,096 30,93 1.28x10719  1.00 0,00000
5 OMe -0,331 31,42 5.66x10711  0.44 -0,35573
6 N(Ph), -0,180 31,27 7.29x 10711 0.57 -0,24620
7 NMe, -0,681 31,80 2.95%x1071"  0.23 -0,63829

Zavislost rychlosti otvarania kruhu od elektronového efektu substituenta v para
polohe fenylu je désledkom zmeny dizky vizby medzi reaktivnymi uhlikmi Sestélen-

ného kruhu v tranzitnom stave, ktora, ako vidiet z Tabulky 2 ako aj z Hammettovej
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1 (-NO,)
0.9- S
0.6 - .
N a3 (-CFy)
I //
< 0.3- .2" 2 (-CN) T
x ] -7
=3 4(-H) -7
2 0.0 - ,a 7
= 5 (-OMeF_)( .’ log(kx/kp) = popx + €
-0.31 6 (N(Ph)y)_ - p=0,89+0,06 T
- ¢=-0,07+0,03
-0.6 1 R?=0,975 .
977 (N(Me)y)
T T T T T T

-0.9 -0.6 -0.3 0.0 0.3 0.6 0.9 1.2
Hammett Op

Obr. 3: Hammettova zavislost vplyvu substituenta v para polohe fenylu na rychlost spatnej
termickej reakcie otvorenej formy nesymetricky substituovanych ditienyleténovych derivatov
1-7.

zavislosti na Obrazku 3, narasta s elektron-akceptornym charakterom substituenta, ¢o
vedie k zniZeniu termickej stability cyklickej formy (poklesu ¢ 1 ).

Na zaklade ziskanych parametrov linearneho fitu (linearnej regresie) je preto mozné
odhadnut polcas spatnej termickej reakcie derivatu 8 s karboxylovou funkénou sku-

pinou v para polohe fenylu

k
1og(%) = 0,890, coon — 0,07 = 0,89 x 0,523 - 0,07 = 0,396 (3-6)
H
k
kiy
kcoon = 2,49 kg = 2,49 x (1,28 X 10—10) s1=319%x10710s7! (3-8)
In2

t,coon = oo = 2,17 x10° s = 69 rokov. (3-9)
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Priklad 3.2

Jednou z vel'mi uzito¢nych reakcii v organickej syntéze je alkylacia alylovou skupinou
(angl. allylic alkylation), katalyzovana komplexami roéznych kovov od niklu, paladia,
platiny a Zeleza aZ po ruténium, molybdén alebo wolfram (obrazok 4 — X moze byt

napriklad halogén, acetat, karbamat). 12

R\/\CX —PNU- R x + R~ Nu
5t & [M] N

M = Pd, Pt, Ni, Rh, Fe, Mo, W

Obr. 4: Schematické znazornenie alkylacie alylovou skupinou katalyzovanej komplexami roz-
nych kovov.

V tabulke 3 je uvedeny pomer zastapeni dvoch moznych produktov (regioizomé-
rov) termodynamicky riadenej alylovej alkylacie esterov kyseliny karbamovej NH,COOH
(karbamatov; uretanov), katalyzovanej bipyridylovym komplexom wolframu, v zavis-
losti od para-substituenta fenylového aromatického kruhu reaktantu (obrazok 5).!°

Tabul'ka 3: Pomer regioizomérov 3 a 4 v dosledku alkylacie rézne substituovanych karbama-
tov 1 (alebo 2) alylovou skupinou!® a prislusné parametre F a R.

Substituent X Pomer [3]/[4] F R

CH; 39.80 0.01 -0.18
Ph 33.50 0.12 -0.13
Cl 31.30 0.42 -0.19
H 28.00 0.03  0.00
Br 26.80 0.45 -0.22

CF; 14.40 0.38 0.16

Na zaklade dvojparametrovej linearnej regresnej analyzy stanovte hodnoty koefi-
cientov r a f Swainovej—Luptonovej zavislosti (3—-2) pomeru jednotlivych regioizomé-
rov od prispevkov induk¢éného (F) a mezomérneho (R) efektu subsituenta (tabulka
3) a vypocitajte prispevok mezomérneho (rezonancného) efektu (v %) k stabilizacii

parcidlneho kladného naboja na benzylovom uhliku pocas tvorby tranzitného stavu,
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“ 2 W(CO),(bpy)(OMe)

- komplex

X
X
\©\/\ NaCH(COOCH3;), X
RN > +
| X Pz CH(COOCH,),

W(CO),(bpy)(OMe) CH(COOCH;),

- komplex 3 4

Obr. 5: Schematické znazornenie mechanizmu katalyzovanej alkylacie karbamatov 1 alebo 2
alylovou skupinou veducej k vzniku dvoch regioizomérov 3 a 4.

ktory riadi regioselektivitu uvedenej reakcie. Vysledok zobrazte graficky.
Riesenie

Pri rieSeni je dolezité uvedomit si, Ze ide o termicky (nie kineticky) riadent reakciu,
a teda vysledné produkty (izoméry) st vo vzajomnej termodynamickej rovnovahe. Po-

mer ich zastupeni preto mozeme vyjadrit rovnovaznou konstantou, v nasom pripade
Ky = — (3-10)

Aby bolo mozné sledovat Swainovu-Luptonovu zavislost (3-2), musime vyhodnotit
pomer rovnovaznej konstanty Ky s prislusnou rovnovaznou konstantou Ky nesubsti-
tuovanej formy. Dopocitané hodnoty st uvedené v tabulke 4.

Naproti jednoduchej linearnej regresii, s akou sme sa stretli v Priklade 3.1 a s akou
sa Studenti bezpochyby uz neraz stretli i predtym, ide v tomto pripade o tzv. viac-
ndsobnii linedrnu regresiu (MLR, z angl. multiple linear regression), nakol'ko Swainova-
Luptonova zavislost (3-2) je funkciou dvoch premennych F a R. Pre tento typ regresie

si predstavime niekol'ko moznosti riesenia.
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Tabul'ka 4: Dopocitané hodnoty Swainovej—Luptonovej zavislosti (3-2) na zaklade pomerov
regioizomérov 3 a 4.

X Kx I% logK—l’_‘I F R
CH; 39.80 1.42 0.153 0.01 -0.18
Ph 33,50 1.20 0.078 0.12 -0.13
Cl 31.30 1.12 0.048 0.42 -0.19
H 28.00 1.00 0.000 0.03 0.00
Br 26.80 0.96 -0.019 0.45 -0.22

CF; 14.40 0.51 -0.289 0.38 0.16

MLR v programe MS Excel. Microsoft Excel je jednym z najrozsirenejsich progra-
mov pre rychle spracovanie dat a predpokladame, Ze s nim je oboznamena vacsina
studentov. Jednoducht linearnu regresiu je mozné vykonat bud preloZenim spojnice
v grafe alebo priamo v bunke pomocou funkcii LINEST, SLOPE a INTERCEPT. Pri
viacnasobnej linearnej regresii je postup odlisny (konkrétny postup je zaloZeny na

verzii balika MS Office 16):

1. V prvom kroku v programe zreprodukujeme Tabul'ku 4, aby sme s datami mohli

pracovat.

A B C D E F
1 X Kx Ku/Ky  log(Ky/Ky) F R
2 CH; 39.8 1.42 0.153 0.01 -0.18
3 Ph 33.5 1.20 0.078 0.12 -0.13
4 cl 31.3 1.12 0.048 0.42 -0.19
5 H 28.0 1.00 0.000 0.03 0.00
6 Br 26.8 0.96 -0.019 0.45 -0.22
7 CF; 14.4 0.51 -0.289 0.328 0.16

2. V programovej liste pod zlozkou Udaje (v angl. verzii Data), vyberieme moznost

Data Analysis (vyznacenu ¢ervenym ramcekom).

Udaje Revizia Zobrazit’ Pomocnik 12 Zdielat | Komentare
3l = Data Analysis

Al |Z[A = Yy

2l (A7 Y B @ ﬁ u

z| Zoradit  Filter Nastroje pre | Apalyza  Harok Prehlad

A w

E dadaje v hypotéz ¥ prognozy

Zoradit’ a filtrovat’ Prognozy Analysis A
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3. Z ponuknutych mozZnosti vyberieme moznost Regression.

Analysis Tools

Histogram A
Moving Average Cancel
Random Number Generation

Rank and Percentile

Regression

Sampling

t-Test: Paired Two Sample for Means

t-Test: Two-Sample Assuming Equal Variances
t-Test: Two-Sample Assuming Unequal Variances
z-Test: Two Sample for Means

Pomocnik

4. V nasom pripade je rozsah zavislych hodnot (Input Y Range) ulozeny v stipci D
a rozsah premennych hodnét (Input X Range) je v dvoch stipcoch E a F. Je dolezité
zvolit moznost Constant is Zero, ktora definuje priese¢nik na osi y = 0, kedZe
Swainova-Luptonova zavislost (3-2) nepredpoklada konstantny ¢len.

Input
osrs0sr

Input ¥ Range: +
Cancel
Input X Range: $E$1:$FST7 +
Pomocnik
Labels Constant is Zero
D Confidence Level: 95 %

Output options

¥

(O Qutput Range: $H$2
@ New Worksheet Ply:
O New Workbook

Residuals
D Residuals D Residual Plots
D Standardized Residuals D Line Fit Plots

Normal Probability
D Normal Probability Plots
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5. Vysledkom je pomerne rozsiahla Statisticka analyza. Pre nas su najpodstatnejsie

hodnoty vyslednych koeficientov r a f (vyznacené cervenym ramcekom).

A B C D E F G
1 |SUMMARY OUTPUT
2
3 Regression Statistics
4 Multiple R 0.984207278
5 R Square 0.968663965
6 |Adjusted R Square  0.710829957
7 |Standard Error 0.030080003
8 |Observations 6
9
10 |ANOVA
11 df SS MS F Significance F
12 |Regression 2 0.111878043  0.055939022 61.8242851  0.003645704
13 |Residual 4 0.003619226  0.000904807
14 |Total 6 0.11549727
15
16 Coefficients  Standard Error t Stat P-value Lower 95% Upper 95%
17 |Intercept 0 #NEDOSTUPNY #NEDOSTUPNY #NEDOSTUPNY #NEDOSTUPNY #NEDOSTUPNY
18 |F -0.383687868 0.046212088 -8.302759774 0.001149176 -0.511993194 -0.255382541
19 |R -0.883203875| 0.084954213 -10.39623391  0.000483418 -1.119074585 -0.647333165
Poznamka

Pre oba parametre sii vo vystupe uvedené viaceré statistické parametre — standardnd chyba
(Standard Error), t-hodnota (t Stat), p-hodnota (P-value) a hranice intervalu 95% spolahli-
vosti (Lower 95%, Upper 95%). Nakol'ko priesecnik (Intercept) sme sami v predchddzajiicom
bode definovali ako nulovy, statistické parametre pre tento koeficient nie si vyhodnotené. S
vdcsinou z tychto pojmov siu studenti oboznameni vramci inych kurzov v studijnom programe
Chémia, a preto ich nebudeme na tomto mieste hlbsie rozoberaf. Pristavime sa iba pri hodnote
koeficientu determindcie R* (R Square), ktory je uvedeny v celkovej statistickej analyze regres-
ného modelu (Regression Statistics). Hodnota R? stiipa s pridanim kazdej nezdvislej premen-
nej, a to aj v pripade, Ze ide o uiplne nahodny sum, ktory redlne nijako nezlepsuje predpovednii
schopnost modelu. Aby sa zabrdnilo tomuto umelému nadhodnocovaniu hodnoty R?, pouZiva

sa v pripade MLR tzv. upraveny koeficient determindcie R (Adjusted R Square)

2 n—1

R =1-(1-R? (3-11)

n-p-1’

kde p je pocet nezavislych premennych (v nasom pripade p = 2) a n je pocet merani (v nasom

pripade n = 6). Okrem toho sii vo vystupe uvedené vysledky statistického modelu ANOVA, ktory
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je tieZ za ramcom uciva predmetu FCh2, a preto sa mu na tomto mieste nebudeme podrobnejsie

venovat.

MLR v programe Gnuplot. Dal3ou vol'ne dostupnou alternativou je program Gnup-
lot. Ide o vo vedeckej komunite popularny freeware ovladany pomocou prikazového
riadku primarne urceny na produkciu grafov, ale sucastou jeho vybavy je aj robustny
regresny algoritmus, ktory je schopny jednoduchej aj viacnasobnej linearnej aj neline-
arnej regresie. Je typicky asociovany s linuxovskym prostredim, ale pracuje pod vset-
kymi bezZnymi opera¢nymi systémami. Vo vypise 1 je na zaciatku zobrazeny vstupny
subor data obsahujtci v stipcovej forme tdaje z Tabulky 4 podstatné pre MLR. Po
spusteni programu Gnuplot zadefinujeme nezavislé premenné F a R ako aj matema-
ticky zapis funkcie tychto premennych y(F,R) s parametrami f a r a jednoduchym
prikazom fit spustime MLR proceduru. Prikaz fit ma relativne intuitivnu syntax, jeho
argumenty sa postupne: fitovana funkcia (y(F,R)), sibor so vstupnymi tdajmi ('data’),
$pecifikacia pouzitych stipcov v stibore (using 1:2:3 — v pripade jednej premennej a
dvojstipcového datového siboru je mozné vynechat) a §pecifikacia regresnych para-

metrov (via f,r).

Vypis 1: Format vstupného stiboru a viacnasobna linearna regresia v programe Gnuplot.

$ cat data

0.01 -0.18 0.1527
0.12 -0.13 0.0779
0.42 -0.19 0.0484
0.03 0.00 0.0000
0.45 -0.22 -0.0190
0.38 0.16 -0.2888
$ gnuplot

GNUPLOT
Version 5.2 patchlevel 8 last modified 2019-12-01

Copyright (C) 1986-1993, 1998, 2004, 2007-2019
Thomas Williams, Colin Kelley and many others

gnuplot home: http://www. gnuplot.info

faq, bugs, etc: type "help.FAQ"
immediate help: type "help" (plot window: hit "h’)
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Terminal type is now ’'qt’

gnuplot> set dummy F,R

gnuplot> y(F,R)=f«F+r=R

gnuplot> fit y(F,R) ’data’ using 1:2:3 via f,r

iter chisq delta/lim lambda f r
0 8.94650700e-01 0.00e+00 2.41e-01 1.00000e+00 1.00000e+00
1 6.97906571e-02 —-1.18e+06 2.41e-02 -9.36327e-02 -1.99195e-01
2 3.62044075e-03 -1.83e+06 2.41e-03 -3.82471e-01 -8.79722e-01
3 3.61885718e—-03 -4.38e+01 2.41e-04 -3.83662e-01 -8.83217e-01
4 3.61885718e-03 -1.10e-07 2.41e-05 -3.83662e-01 -8.83217e-01
iter chisq delta/lim lambda f r

After 4 iterations the fit converged.
final sum of squares of residuals : 0.00361886

rel. change during last iteration : -1.09869e-12
degrees of freedom (FIT_NDEF) 1 4
rms of residuals (FIT_STDFIT) = sqrt(WSSR/ndf) : 0.0300785
variance of residuals (reduced chisquare) = WSSR/ndf : 0.000904714
Final set of parameters Asymptotic Standard Error
f = -0.383662 +/— 0.04621 (12.04%)
r = —-0.883217 +/- 0.08495 (9.618%)
correlation matrix of the fit parameters:
f r
f 1.000
r 0.462 1.000

Iterativny fit zaloZeny na tlmenej metéde najmensich Stvorcov (tzv. Levenbergov—
Marquardtov algoritmus) skonvergoval vel'mi rychlo v priebehu Styroch iteracii a to aj
napriek tomu, Ze sme neSpecifikovali Startovacie hodnoty pre parametre f a r (ak nie
st zadefinované uzivatel'om, program automaticky nastavi Startovacie hodnoty rovné
jednej). Na zaver program vypise hodnoty finalnych parametrov fitu f a r spolu s ich
Standardnymi chybami a ich vzdjomnou korelaciou.

Z matematického hl'adiska stojime pred tlohou najst optimalnu hodnotu para-
metrov f a r tak, aby nas model, t.j. rovnica (3-2) ¢o najlepsie reprezentoval name-
rané hodnoty. Pripomernme si preto aspon v minimalnom rozsahu zakladné principy
metddy najmensich stvorcov, ktora je jednym z najcastejSie pouzivanych konceptov pri

datovom modelovani, ako aj jej aplikaciu v kontexte linearnej regresie.
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Metoda najmensich stvorcov. Predpokladajme, ze mame sériu dat

Y1 V2 0 IN = Wil =Y (3-12)

kde N je pocet merani. Nase data mozu byt namerané, vypocitané alebo urcené inak,
pre zjednodusenie budeme o nich vo vsetkych pripadoch hovorit ako o meraniach.

Sucasne predpokladajme, Ze pozname model, ktorym chceme tieto data reprezentovat

v, = filc1, ¢ ... cy) = file), Vi=1..N (3-13)

Gl = ¥ (3-14)

kde cj st nastaviteIné parametre (vektor ¢ oznacuje vsetky tieto parametre ako celok).
Rovnica (3-12) znamena, ze pri znalosti konkrétnych hodnot parametrov ¢, vieme ku
kazdému yp; vypocitat hodnotu modelovej funkcie g;, ktoré by sa mali ,¢o najviac”
blizit k y;. Takato formulacia je velmi intuitivna. Pre jednu sadu parametrov ¢y sa
mozu niektoré body série (3-12) zhodovat s modelom (3-13) viac ako iné, pre int
sadu moze byt situdcia odlisna. Je teda potrebné zaviest kritérium, ktoré by charak-
terizovalo zhodu vektorov y a y ako celkov. V metdéde najmensich Stvorcov je tymto

kritériom sucet stvorcov rozdielov y; a ¢;

N
S(er, € oo €)= S() = ) (i =ilc)’. (3-15)
=1

1

Takto zvolené kritérim ma viacero vyhod — chyby (odchylky) sa navzajom nerusia ale
kumulujt, vyraznejsia odchylka od modelu sa penalizuje, S ma spojité derivacie podla
cx a pod. Rozsiahlejsia diskusia, preco je toto kritérium vhodné, je nad ramec tejto
ucebnice, ¢itatel ju vsak mozZe ndjst v Sirokej Skale dostupnej matematickej literatary.

S(c) je teda funkciou parametrov cg, pricom S(c) > 0. Za najlepsiu sadu ¢ z hla-
diska celej série budeme pokladat taka, pre ktort sa dosahuje najmensia hodnota S(c)
(pre S(c) = 0 st y; a 9; totozné). Uloha néjst optimélne c sa teda transformuje na naj-

denie minima funkcie S(c). Nutnou podmienkou minima je nulova hodnota vsetkych
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parcidlnych derivacii

dS(c)
8ck

=0, Yk=1;1 = VS(c)=0. (3-16)

Podmienky (3-16) predstavuju sustavu n rovnic o n neznamych, ktorymi sa koefi-
cienty cg. RieSenim tejto stistavy rovnic su staciondrne body — pokial st rovnice neli-
nearne, moze ich byt aj viac, nie v kazdom vsak musi byt minimum (o tom rozhoduje

pozitivna definitnost matice druhych derivacii v danom bode).

Multiparametrova linearnaregresia. Tvar funkcii f;(c) moze byt rozli¢ny, parametre
cx mozu byt linearne (vystupujtce vo vyrazoch len v prvej mocnine), aj nelinearne. Po-
kial st vsetky parametre iba linedrne, hovorime o multiparametrovej linedrnej regresii.

V takomto pripade maju funkcie f;(c) a cely model (3-13) tvar

n

pi=filo) = ) gyep Vi=1..N, (3-17)
j=1

7 = Ge (3-18)

kde g;; st konstanty (zname, alebo stanovitel'né), ktoré tvoria maticu G s rozmermi

N xn (pocet merani x pocet optimalizovanych parametrov). Funkcia S ma potom tvar

N N n
S(@)=) -7’ =) @i-) sjc)’ (3-19)
i=1 =1 j=1

i i

Rovnice (3-16) ako podmienky minima maja potom tvar

25(c) al -
rralie -2 ;(}Jz‘ - ;gijcj)gik =0, Vk=1..n (3-20)

n n

N N N
Z%‘gik = Z 8ijCi8ik = ch(zgijgik)J Vk=1...n (3-21)
i1 i1

i=1 j=1 i=1
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¢o je sustava n linearnych rovnic (SLR) o n neznamych c;, ktoru mozeme zapisat v
maticovom tvare

GT'Gc=GTy (3-22)

alebo jednoduchsie

Ac=D, (3-23)

kde A=GIGab-= GTy. SLR 3-23 ma jediné rieSenie ¢, v ktorom sa teda musi nacha-

dzat jediné (globalne) minimum funkcie (3-19).

MLR pomocou programu v jazyku Fortran90. Vys$ie uvedenti metédu moéZeme priamo
aplikovat na nasu ulohu. Porovnanim vseobecnej rovnice pre linearny model (3-18) s
nasim modelom, danym rovnicou (3-2) mozeme konstatovat, Ze nas model je dvojpa-
rametrovym linearnym fitom (n = 2), kde index i (merania) indexuje typ substituenta,

Y = log(llz—l’;) a vyznam vseobecnych parametrov je nasledovny:

C1 :f,

Cr =1,
(3-24)
i1 =Fi,
8i2 = R;.
Parametre g;; a y; su zhrnuté v tabulke 4, takze
Fi Ry 0,01 -0,18 0,153
F, R, 0,12 -0,13 0,078
F3 Rj 0,42 -0,19 0,048
G= = , y = . (3-25)
Fy Ry 0,03 0,00 0,000
Fsy Rs| [045 -0,22 ~0,019
F¢ Rg 0,38 0,16 -0,289
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V zmysle (3-23) mozno najst optimalne hodnoty f a r ako rieSenie ststavy linearnych

rovnic
Y.F? Y,ER||f | ZiFivi
Y.FiR; YR ||t YiRyi

: (3-26)

ktoré najdeme napr. pomocou Cramerovho pravidla

_ Dy LiFwi YR -YRipi Y FiR
D Y F?Y R~ (Y FiR;)®
Dr
D

3-27
YR Y F} =Y Fyi Y FiR; ( )

Y F?Y R*~(Y,FR;)

Vo vypise 2 prinaSame program realizujuaci linearnu dvojparamertova linearnu re-
gresiu podla rovnic (3-27). Pri pouziti dat z tabulky 4 dostavame oprimalizované

hodnoty f =-0.3837 ar =0.8832.

Vypis 2: Program MLR v jazyku Fortran90 na linearne fitovanie parametrov f a r modelovej
funkcie, danej vztahom (3-2). Program hlada optimalizované hodnoty f a r pomocou rovnic
(3-27).

program MLR

minimalizacia funkcie y(i) = f F(i) + r R(i)
v parametroch f,r
2 parametovou linearnou regresiou

vstup (inp.dat)
np

np — pocet bodov merania
np riadkov yi,Fi,Ri

vystup (fit.dat)
np riadkov i,yi fFi + gGi

O 0O 0O 0 0 60 60 0 0 60000

implicit none

integer ndim

parameter (ndim=100)

real+8 y(l:ndim),f(1l:ndim),r(1:ndim)
integer i,np

real+8 srr,sff ,sfy,sry,sfr,fopt,ropt

cl nacitanie vstupov
open (unit=1,file="inp.dat”)
read (1 ,%) np
do i=1,np
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c2

c3

100

read (1 ,+) y(i),f(i),r(i)
end do
close (1)

MLR
srr=0.0d0
sff=0.0d0
sfr=0.0d0
sfy=0.0d0
sry=0.0d0
do i=1,np
SIT=STT+T
sff=sff+f
sfr=sfr+f
sfy=sfy+f
STY=Sry+r
end do
fopt=(sfyssrr—sryxsfr)/(sffxsrr—sfrxsfr)
ropt=(sryxsff—sfyxsfr)/(sffxsrr—sfrxsfr)
write (x,%) 'Optimalne.f,r’,fopt,ropt

.)*
.)*
.)*
.)*
) *

Py

vypis funkcie z vyslednymi parametrami
open (unit=1,file="fit.dat”)
do i=1,np

write (1,100) i,y(i),foptxf(i)+roptxr (i)
end do
format (i2,2(f10.5,2x))
close (1)

stop
end

Vyhodnotenie vysledkov. Bez ohl'adu na zvoleny prakticky sposob riesenia viacna-

sobnej linearnej regresie sme dospeli k rovnakym vyslednym koeficientom r = —0.38

a f =—0.88. Naich zaklade je moZné vypocitat jednotlivé prispevky indukéného a me-

zomérneho efektu

resp.

f -0.38 _ 0.38

_: = = :030
f f+r -0.38-0.88 1.26

(3-28)

r -0.88 _ 0.88

f+r -038-0.88 1.26

(3-29)

7=

Ziskané hodnoty koeficientov 7 a f a nasledne jednotlivych prispevkov induk¢-
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ného (30%) a mezomérneho (70%) efektu tak potvrdzuju dolezitd tlohu mezomér-
neho efektu substituenta v polohe para fenylového kruhu karbamatov 1 a 2 pri stabili-
zacii kladného naboja na benzylovom uhliku pocas tvorby tranzitného stavu alkylacie
tychto zlacenin alylovou skupinou. Graficka zavislost pomeru regioizomérov 3 a 4 na

prispevku jednotlivych efektov je znazornené na obrazku 6.

0.2 : : ' . ' l | | |
-CHz
0.1 P . |
= -Cl B pp
~d a .
T 0.0 Hy” _
2/ e g -Br
X P
¥ 01- ) |
x T
2 .
Q . /// f='0,38i0708
// r= _0’88i0’10
031 Fer, RZ=0970 A
-0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2
fF+rR

Obr. 6: Swain-Luptonova zavislost pomeru dvoch moznych regioizomérov alylovej alkylacie
esterov kyseliny karbamovej (schéma 2) od jednotlivych prispevkov indukcného (F) resp. me-
zomérneho (R) efektu substituenta.
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4 Kinetika

Priklad 4.1

Pri skimani reakcie brému s HCN?2? s celkovou stechiometriou

Br, + HCN — BrCN + Br™ + H* (4-1)

sa z nameranych zavislosti zistilo, Ze jej kinetiku je mozné popisat ako reakciu pse-

udoprvého poriadku, tj. riadiacu sa kinetickou rovnicou

d[Br3]
dt

= kex[Br3] (4-2)

kde ke, je thrnna experimantalna rychlostna konstanta, ktora nezavisi len od teploty,
ale aj od koncentracii niektorych castic, zacastnenych na reakcii. Pre reakciu sa na-

vrhol nasledovny model

Br,+Br~ <= Brjy (4-3)
HCN <= H'+CN- (4-4)
Bry+CN~ -5 BrCN+Br (4-5)
Br; + CN™ ﬁ) BrCN + 2Br~ (4-6)
Br, + HCN 5, BrCN +Br~ + HY (4-7)

Prvé dve reakcie (4-3) a (4—4) presdstavuju rychlo ustal'ujuce sa rovnovahy s prislu-
$ymi rozvovaznymi konstantami K a K,. Posledné tri kroky si pomalsie a rychlost
urcujace, s rychlostnymi konstantami ky, k, a k3, ktoré je mozné ziskat z osobitnych

experimentov.

* Dokazte, Ze pre rychlostnu konS$tatnu k., je z uvedeného modelu mozné odvotit
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nasledovny vztah
(a+b[Br~ ]+ c[H*])[HCN]
(1+d[Br~])[H"]

Kex = (4-8)
a najdite vztak medzi parametrami a — d a konstantami K, K5 a k; — k3

* Odvod'te zavislost experimentalnej rychlostnej konstanty k., od

— koncentracie [H*]

- koncentracie [HCN]

pri celkovom nadbytku [H*], [HCN] a [Br7].

Pomocka

Pri rieseni predpokladajte, Ze celkovd rychlost realcie je rychlost ubiidania brému v oboch jeho

podobdch — Br, a Bry — [Br;]ior

[Bry]ior = [Bry] +[Brj] (4-9)

Riesenie

Rychle predrovnovazne reakcie (4-3) a (4—4) mozeme popisat rovnovaznymi konstan-

tami

[Br3] B
K [Bry][Br~] (4-10)
[HT][CNT]
Ka = “men (4-11)

Celkova rychlost reakcie je dana ubytkom Br, a Brj sucasne, preto ju mozno zapisat v

tvare
d[Bry)iot _ d[Br,] d[Brs]
a  dr | ar (4-12)
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Do tejto rovnice dosadime ubytky Br; a Br; vyplyvajuce z reakcii (4-4) az (4-6)

d[Br; Jiot

T kq[Bry][CN7] + ky[Br3 ][CN™] + k3[Br, ][HCN].

(4-13)

Koncentracie [Br; ;o a [Br,] vyjadrime pomocou koncentracie [Br;] s vyuZitim rovno-

vaznej rovnice (4-10)

[Br3]
K[Br™]

[Bry] =

[Brolo: = [BG](“ﬁ):[Br?]KE&]f}l

a dosadime ich do rovnice (4-13)

d[Br3] K[Br ]+1 _

_, [Br3]
dt  K[Br] =k [CNT ]

K[Br™]

+ k,[CN][Br;] + k3 [HCN]

odkial po tprave dostaneme rychlostnti rovnicu ubytku Br;

d[Br3] [Brs]

= (k1[CN7]+ k,K[CN™][Br™ ] + k3[HCN]).

dt  K[Br7]+1
Nakoniec z rovnovahy (4-11) vyjadrime koncentraciu [CN™] ako

K4[HCN]

N= "

a dosadime do rychlostnej rovnice (4-17)

d[Br3] _ [Br;][HCN]

= (leA+k2KAK[BI'_]+k3[H+]).

dt  (K[Br ]+ 1)[H*]
Pre tento model je teda rychlostna konstanta rovna

(leA + szAK[BI'_] + k3 [H+]) [HCN]

Kex = (K[Br ]+ 1)[H"] ’
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¢o je presne rovnaka forma ako pozadovany vysledok (4-8), ak parametre a —d posta-
vime rovné a = k1 K5, b =k, KoK, c=ksad =K.

Zostava uz len urcit zavislost ke, od koncentracie [H] a od koncentracie [HCN].
Ak prepiSeme rychlostnt konstantu (4-8) nasledovne

¢ _a+b[Br ]+ c[H"]
" (1+d[Br ])[H*]

.[HCN], (4-21)

je zrejmé, zZe nakol'ko parametre a — d ako aj koncentracie [H*] a [Br~] (v nadbytku)
su konstantné, I'avy zlomok mozeme zhrnut do konstanty «, pricom sa celd rovnica
zjednodusi na

ke, = a - [HCN]. (4-22)

Teda rychlostna konstanta k., je priamo imerna koncentracii HCN.
Podobne modzeme uvazovat o zavislosti ke, na koncentracii [H"] a prepisat rovnicu

(4-8) ako
p _(a+b[BrHCN] 1  c[HCN]
S T+dBr] [H] 1+d[Br]

(4-23)

Opat povazujeme parametre a —d a koncentracie [HCN] a [Br~] (v nadbytku) za kon-

Stantné, takze sa cely vyraz zjednodusi na

1
kex =B - [H] Y (4-24)

s thrnnymi konstantami f a y. Rychlostna konstanta k., je teda nepriamo Gmerna

koncentracii [H*].

Priklad 4.2

Pre izomerizacénu reakciu

AL B (4-25)
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sa v uzkom rozmedzi teplot experimentalne namerali hodnoty rychlostnej konstanty

k, ktoré st uvedené v Tabulke 5.

Tabul'ka 5: Zazislost rychlostnej konstanty izomerizdcie A — B od teploty

t[°C] k[s1]  t[°C] k[s ] t[°C] k[
7,3 3,808 24,0 24,543 44,4 182,629
9,2 4,809 29,4 41,924 46,2 75,661

13,6 8,433 31,9 57,303 49,5 302,221

18,1 13,431 345 73,954 52,3 356,909

21,2 18,867 41,8 151,863 54,7 440,060

S vyuzitim Eyringovej rovnice vypocitajte hodnoty reakénych aktivaénych para-

metrov A,H¥ a A, S¥.
Riesenie

Eyringovu rovnicu (3-4), ktort sme uviedli v Priklade 3.1, m0Zeme upravit do roz-
sireného tvaru, ktory namiesto celkovej aktivacnej Gibbsovej energie zvlast uvazuje

aktiva¢né parametre A, H¥ a A,S¥, teda

kgT _acHE Agst
k:KBTe_ARI; eARS , (4-26)

kde kg, h a R reprezentuju Boltzmannovu, Planckovu a univerzalnu plynova kon-
Stantu s hodnotami uvedenymi v Priklade 3.1 a « je tzv. transmisny koeficient, u ktorého

predpokladame hodnotu x = 1. Rovnicu (4-26) m6Zeme upravit do vztahu

kh Arst o aHE

— __—¢ R ¢ RT
ke T

(k) ASE AHE (4-27)
ksT | R RT

Tvar (4-27) je vhodny na vyhodnotenie pomocou jednoduchej linearnej regresie priam-

kou y = a+bx, kde vynasame hodnotu vyrazu y = In (kI;_hT) oproti x = . Takéto priamka
ma potom usek zodpovedajuci
A, St
= 4-28



a smernicu

Pre jednotlivé merania, uvedené v Tabulke 5 vypocitame teda prislusné 4 aIn (m

A H*
R

(4-29)

kh

V Eyringovej rovnici vystupuje absolitna termodynamicka teplota T v Kelvinoch,

takZe namerané hodnoty ¢ v °C prepocitame na T posunom o 273,15 K

T, = t; +273,15K

Vysledné hodnoty stt uvedené v Tabulke 6.

Tabul'ka 6: Hodnotyt, 1 a ln(é—hT) pre merania, uvedené v Tabulke 5

i t[’C] K] In(gk)
1 7,3 0,0035657 -28,05919
2 92 0,0035417 -27,83249
3 13,6 0,0034874 -27,28640
4 18,1 0,0034335 -26,83654
5 21,2 0,0033973 -26,50729
6 24,0 0,0033653 -26,25376
7 29,4 0,0033052 -25,73636
8 31,9 0,0032782 -25,43210
9 345 0,0032504 -25,18548
10 41,8 0,0031751 -24,48941
11 44,4 0,0031491 -24,31315
12 46,2 0,0031314 -25,20000
13 49,5 0,0030993 -23,82539
14 52,3 0,0030727 -23,66770
15 54,7 0,0030502 -23,46562

(4-30)

)

Ak vynesieme tieto hodnoty graficky — Graf 7, m6zeme pozorovat, ze vSetky body

s vynimkou bodu ¢. 12 pre teplotu t = 46,2 °C lezia v ramci istej tolerancie (sposobenej

zrejme experimentalnej nepresnostou a netplnostou pouzitého modelu) na priamke.

Bod ¢. 12 sa vSak Grovni nepresnosti, urc¢enej ostatnymi bodmi zjavne vymyka.

V takychto pripadoch sa obvykle postupuje tak, zZe sa odl'ahly bod z celkového

vyhodnotenia vynechava. V naSom pripade budeme teda priamkou fitovat iba stbor
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Obr. 7: Zavislost podla Eyringovej rovnice v tvare (4-27)

0.0036

so 14 bodmi, t.j. bez bodu ¢. 12. Optimalizované hodnoty pre parametre priamky st

a=3,79941 +0,1797 (4,73%)

b=-8925,12 K+ 54,42 K (0,6098%)

Z rovnice (4-28) stanovime A, S*

A.S* = aR =3,79941-8,314472  mol 'K~ = 31,59 J mol 'K ™!

a z rovnice (4-29) hodnotu A, H*

A.H¥ = bR =-8925,12 K- 8,314472 ] mol 'K~! = -74207,66 ] mol~!
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Priklad 4.3

Organické fotochromne (fotochromatické) molekuly, oznac¢ované aj ako molekulové
fotoprepinace, hraju vdaka moznosti preciznej priestotovej a casovej kontroly nad
svetelnym la¢om vyznamna ulohu v réznych oblastiach modernej vedy a technolé-
gii (uchovavanie dat a energie, katalyza, fotofarmakologia, umelé molekulové prepi-
nace a zariadenia) a ich obrovsky aplikacny potencial v siéasnych ,smart“ materialoch
alebo ,high-tech” materialoch budiicnosti siaha od nanotechnolégie az po farmakolo-
giu?!723, Jednym z kl'ai¢ovych parametrov uréujtcich konkrétnu aplikaciu fotoprepi-
naca je jeho termicka stabilita reprezentovana tzv. pol¢asom termickej izomerizacie
termodynamicky menej stabilného izoméru.

V tabulke 7 je uvedeny pokles percentualneho mnozstva (E) izoméru v Case jed-
ného z hydrazonovych fotoprepinacov (obrazok 9) v dosledku termickej (E) — (Z)
izomerizacie, monitorovany pomocou 'H NMR spektroskopie.?® Zodpovedajici graf
je zobrazeny na obrazku 2. Odvodte vztah pre opis uvedeného poklesu (E) izoméru
ako termodynamicky menej stabilného izoméru v case a vypocitajte hodnoty rychlost-
nych konstant priamej (E) — (Z) a spatnej (Z) — (E) termickej reakcie. Vypocitajte
pomer izomérov po ustéleni termodynamickej rovnovéhy v roztoku. Dalej stanovte
polcas termickej (E) — (Z) izomerizacie pri izbovej teplote (¢,;) a hodnotu Gibbsovej

energie tranzitného stavu termickej (E) — (Z) izomerizacie.

NO, NO,
@) g
Y K NN
E—Z
H. .N
@N‘N'H _— N @
J @
(E) (2)

Obr. 8: Schéma termickej (E) — (Z) izomerizacie jedného z hydrazénovych (-C=N-NH-) foto-
prepinacov (kg_,z a k; g reprezentuju prisluchajuce rychlostné konstanty.
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Tabul'ka 7: Zmena koncentracie, resp. percentualneho zasttupenia (E) izoméru v roztoku pocas
jeho termickej (E) — (Z) izomerizacie v toluéne-dg pri 80°C (353,15 K; monitorované pomo-
cou ' H NMR spektroskopie). Na vyhodnotenie mozno pouZif aj mensi stibor dat zozbieranych
kaZdych 75 minut — vyznacené hrubym pismom.

Cas Zas.tﬁper/lie Cas Zas.tﬁper,lie Ea Zas_tﬁper/lie

(E) izoméru (E) izoméru (E) izoméru
[s] (%] [s] (%] [s] (%]
0 99,5 24300 13,9 50400 7,7
900 89,7 25200 12,9 51300 7,4
1800 81,0 26100 12,8 52200 8,8
2700 74,6 27000 12,3 53100 8,6
3600 68,1 27900 12,2 54000 8,2
4500 61,6 28800 11,9 54900 7,6
5400 57,0 29700 11,1 55800 8,0
6300 51,9 30600 11,2 56700 8,3
7200 48,0 31500 10,9 57600 8,3
8100 43,8 32400 10,7 58500 7,8
9000 40,4 33300 10,6 59400 8,2
9900 36,9 34200 10,1 60300 8,4
10800 34,3 35100 9,9 61200 8,5
11700 32,2 36000 9,9 62100 8,3
12600 29,3 36900 9,8 63000 7,5
13500 27,2 37800 9,2 64800 8,0
14400 25,4 38700 8,8 65700 8,5
15300 23,7 39600 7,9 66600 8,1
16200 22,2 40500 9,4 67500 8,3
17100 20,8 41400 8,6 68400 8,0
18000 19,7 42300 8,6 69300 8,5
18900 18,5 44100 8,9 70200 8,0
19800 17,8 45000 8,7 71100 8,1
20700 16,3 45900 9,0 72000 7,9
21600 15,5 46800 8,0 72900 8,2
22500 14,8 48600 8,4 74700 8,1
23400 14,2 49500 7,9 75600 8,5
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Obr. 9: Priebeh zmeny percentualneho zloZenia roztoku hydrazénového fotoprepinaca pocas
jeho termickej (E) — (Z) izomerizacie v toluéne pri 80°C.

Poznamka 1

Polé¢as Zivota, teda dobu za ktorii sa polovica (E) izoméru premeni v dosledku termickej
(E) — (Z) izomerizdcie na zodpovedajiici (Z) izomér, sa v literatiire oznacuje skratkami
ti/o alebo ty/,. Skratka T\, vsak mdzZe pésobif mdtiico a to kvoli tomu, Ze v chémii
(najma molekulovej spektroskopii) je casto pouZivanym parametrom tzv. doba Zivota
(t; napriklad doba Zivota excitovaného stavu, doba Zivota fluorescencie, atd.), ktord
zodpoveda ¢asu, kedy sledovany signdl Sy klesne z pévodnej hodnoty na hodnotu Sy/e

(t.j. na priblizne 37% z povodnej hodnoty).

Poznamka 2

Aj ked mechanizmus termickej izomerizdcie iminov (~C=N-) mozno klasifikovat do dvoch
hlavnych skupin: 1) rotdcia (okolo C=N dvojitej vizby) a 2) inverzia (zmena hybridizdcie hyd-
razénového NH dusika z sp? na sp bez zmeny —C-C=N-N- dihedrdlneho uhla), mechanizmus
termickej (E) — (Z) izomerizdcie hydrazonovych prepinacov prebieha komplikovanejsim troj-
stupriovym mechanizmom. Prvym krokom je inverzia, ktord je energeticky najndrocnejsia. Na-
sleduje energeticky menej ndarocna rotdcia okolo N-N jednoduchej vizby a poslednym krokom
je rotdcia horného pyridylového aromatického kruhu v dosledku vytvorenia silnej vniitromole-

kulovej vodikovej vazby u (Z) izoméru.
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Riesenie

Ubytok koncentracie (E) izoméru v désledku jeho termickej (E) — (Z) izomerizacie
pri sucasnom prirastku jeho koncentracie v dosledku spatnej (protismernej) (Z) — (E)
izomerizacie, ktorej rychlost narasta s ubytkom koncentracie (E) izoméru (v dosledku

spomalenia priamej reakcie), je vhodné vyjadrit nasledovnou rychlostnou rovnicou:

dc dx
_d_f = - kg zcg—kz_pcz = kg7 (cop —x) —kz_ g (coz +X) (4-34)

kde x reprezentuje sicasne ubytok koncentracie (E) izoméru aj prirastok koncentracie
(Z) izoméru.

Po dosiahnuti termodynamickej rovnovahy bude platit

dx
eq

teda povodna rychlostna rovnica prechadza v rovnovahe na tvar

kE—>Z (COE - xeq) - kZ—>E (COZ + xeq) =0 (4_36)

a pre celkovy ubytok (E) izoméru, resp. celkovy prirastok koncentracie (Z) izoméru

plati

. = kg—zcoE —kz—ECoz (4-37)
«d ke—z +kzE

Po malej matematickej tprave povodnej rychlostnej rovnice (postupnom vynati

vyrazu kg_,z + ky g pred zatvorku)

dx
i kg7 (cor —x)—kz_g(coz +X)

=kg_zcor —kz—pcoz —x(kp_z +kz_E) (4-38)

_[ke—zCoE —kzEC0Z _
ke—z +kzE

x|(kg_z +kz_E)
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dostavame diferencialnu rovnicu v tvare

dx
i (xeq - X) (kg—z +kz—E) (4-39)
ktorej integraciou

X dx t
/0 (—=<kgﬁz+kzﬁg> /O dt (4-40)

xeq—x)

naslednym vyuzitim substitu¢nej metddy

Xeq—X=2 — %:—1 — dx=-dz (4-41)
a jednoduchymi tpravami

ZdZ = (kE—>Z + kZ—)E / dt (4—42)

0

X t
—Inz . = (ke—z +kz_E) t‘o (4-43)
x t

~In(veq=x)| = (keoz +kzp)t], (4-44)
- [ln(xeq —x) —1n(xeq) ] = (kg_y +ks_p)(t=0) (4-45)

dostavame integrovanu formu vyslednej kinetickej rovnice

= (kp—z +kz_p)t (4-46)

ktora vsak neumoznuje vypocitat jednotlivé rychlostné konstanty, ale len ich stcet.
Po odlogaritmovani predchadzajtcej rovnice a za predpokladu, Ze pociato¢na kon-
centracia (Z) izoméru je nulova (cyz = 0), dostavame vztah pre aktualnu koncentraciu

(Z) izoméru v roztoku

— E—)Z
X=Cz = Xeq [1 —e (kE*Z”‘ZHE)t] L — [1 ~(kg—zthzop)t ] (4-47)
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a pre aktualnu koncentraciu (E) izoméru v roztoku potom plati

CE = Cog —Cz (4-48)

ke_z ~(k k
— 1— - 1 — e~ (kesz+kz_p)t 4-49
‘B = Cor l kp_z+kz_p ( ‘ ) ( )

ktory reprezentuje hl'adany vztah pre pokles (E) izoméru v case.
Tento vztah moZno najst v literatre aj v inom matematickom zapise; napriklad
po drobnych matematickych apravach (aprava na spolo¢ného menovatela, scitanie

zlomkov so spoloénym menovatelom)

k k
g =cop|1- E-Z E-Z e~ \kewz+kzp)t
| kpoz+kzop kpoz+kzog
_ | kesztkzop—keoz kewz (ke pvks et
= CoE + e (4-50)
ke—z +kz_E ke—z +kz g
= Cop kzk + kg—z o (kemz+kzg)t
_kE—>Z +kzr kpmz+kzoE

dostavame vztah (po vynati ¢lenu 1/(kg_,z + kz_g) pred zatvorku)

CoE

CE=7"—7F—
ke_z +kz_E

[kZ—>E +kE_)Z€_(kE_>Z+kZ_>E)t]. (4_51)

Nelinearny fit v programe Origin. Na ziskanie hodnot oboch rychlostnych konstant
ke_7 a ky_g je mozno pouzit nelinearne fitovanie rovnice (4-51) v programe Origin

2017. Postup je podobny ako v Priklade 5.5:
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1. Otvorenie softvéru, vlozenie dat a vytvorenie grafu (prepisanie nazvov osi kvoli

prehl'adnosti)
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2. Oznacenie grafu a otvorenie dial6gového okna pre nelinearny fit.
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3. Vyber uzivatelom definovanej novej funkcie, ktorou budeme experimentalne

data fitovaft

File Edit View Plot™ ~* - T -
W NLF ) R

%% B ¢ T Defau| Dialog Theme
] B ! Fitting Function Builder - Name and Type - EZizomerizacia —
TED, @ ) | Recalculate Manual
Q = e Sei Hints
m [ etings Code Paramg P
‘% + - Select or create a Category | |ser Defined Mew
@ i Function Type
- Function Name EZizomerizacia
Select this option if you nesd muttiple File Name( FDF) ‘EZ\ZOmgnzac\afdf ‘
lines or you have more than one
E dependent variable Description ‘ ‘
S
; T This option does not support control
.% structures such as loops or if-else Function Model
staternents. You can however use the
P ternary operator (®) Explicit O Implict
= |
o This option provides faster
@ 3 1 performance than Origin C Function Type
a
E i ————— Examplel (O Expression
8 a3 (®) Equations
temp =10; (O origin ©
1= A+ expl (x1 -xc) ftemp™2);
o ¥ p
3 2 ¥2 = A+ temp /(2 - xc)"2: O LabTalk Seript
él»‘ 2 105 O External DLL-based Function
I | — Bxample2
=1 - e
o o D Include Integration During Fitting
o
& H B=AJ (05 * (sigl+sig2) * sqrt{2*pill;
& s sig = { x<xc ? sigl 5ig2 ); v
e R S ¥
@ s
Q@ = Cancel << Back | Next=»
a
& %
E \-_~
10
16000 0 1000020000 30000 40300 50000 0030 70000 £0000 0000

4. Oznacenie zavislej a nezavislej premennej, parametrov a konstant v nasej rov-
nici. Zavislt premennt cg predstavuje aktuadlna hodnota percentualneho zastu-
penia (E) izoméru v roztoku, nezavislou premennou ¢ je ¢as. Parametre, ktoré
chceme ziskat nelinedrnym fitom st reprezentované rychlostnymi konstantami
kg_z a ky_g a ako konstanta vystupuje poc¢iato¢na hodnota percentualneho za-

stipenia (E) izoméru (cog) v ¢ase (tabulka 7).
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5. Zadanie pociato¢nych hodnot parametrov (rychlostnych konstant), napisanie rov-

nice do tvaru cg = f(t) a zadefinovanie ¢iselnej hodnoty konstanty (horna lista:

Constants).
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6. MozZeme zadat interval hodnot fitovanych parametrov.
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7. Pokracujeme az po otvorenie dialégového okna s aktivnym tlac¢idlom Finish. Vy-

sledny fit aj s parametrami fitovania dostavame kliknutim na Fit.
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Hodnoty parametrov, teda nami hl'adanych rychlostnych konstant kg ,, a ky g
priamej a spitnej termickej izomerizacie st 1,07 x 10™#s7! 2 9,49 x 107%s~! (koeficient
determinacie R?> = 0,9996). Pretoze ide o protismerné reakcie prvého poriadku, ich

1

rozmerom je s (respektive vzdy prevratena, reciproka hodnota meraného ¢asového

intervalu).

Nelinearny fit v programe Gnuplot. Program Gnuplot sme si uz predstavili v Pri-
klade 3.2, kde sme ho pouzili na linearnu regresiu. Tento program sa vsak da taspesne
pouZit aj na nelinearne fitovanie. Postup je analogicky ako v Priklade 3.2, teda defi-
novanie premennej f, funkcnej zavislosti cg(t) a spustenie fitu. Podstatnym rozdielom
je ale definovanie Startovacich hodnoét pre rychlostné konstanty kg_,, a ky_,g. Pri ne-
linearnej regresii nemusi nutne viest optimalizacna procedura najmensich stvorcov k
jedinému rieseniu, a preto je vhodna volba Startovacich parametrov pre tuspech kl'a-
cova. Z pohladu na vstupné data zobrazené na grafe na obrazku 9 je zrejmé, Ze obe
konstanty budu relativne malé ¢isla (vzhladom na dlhé ¢asy radovo v 10000 s) a ich
vzajomny pomer je ~ 10 : 1 (vzhladom na koncové zastipenie izoméru E ~ 10% a tvar
rovnice (4-51)). Zvolili sme preto hodnoty kz_,, = 0,001 s™' a k,_,z = 0,0001 s~. Ako
sa moOzeme presvedcit vo vypise 3, fit skonverguje s tymto odhadom vel'mi hladko. Ak
by sme nedefinovali odhad $tartovacich parametrov sami, program by ich automaticky

polozil rovné 1 a fit by s najvac¢sou pravdepodobnostou zlyhal.

Vypis 3: Nelinedrny fit v programe Gnuplot.

$ gnuplot

GNUPLOT
Version 5.2 patchlevel 8 last modified 2019-12-01

Copyright (C) 1986-1993, 1998, 2004, 2007-2019
Thomas Williams, Colin Kelley and many others

gnuplot home: http://www. gnuplot.info
faq, bugs, etc: type "help._FAQ"
immediate help: type "help" (plot window: hit ’'h’)

Terminal type is now ’qt’
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gnuplot> set dummy t

gnuplot> cE(t)=(cOE/(kEZ+kZE))x (kZE+kEZ+exp (—(kEZ+kZE)xt))
gnuplot> c0E=0.995

gnuplot> kEZ=0.001

gnuplot> kZE=0.0001

gnuplot> fit cE(t) ’'data’ via kEZ,kZE

iter chisq delta/lim lambda kEZ kZE
0 2.73004112e+00 0.00e+00 9.03e-02 1.00000e-03 1.00000e-04
+ 6.09231779e+67 1.00e+05 9.03e-01 -1.01476e-03 -1.68403e-05
1 1.67541183e+00 -6.29e+04 9.03e-02 4.55444e-04 1.15192e-04
* 2.77803312e+26 1.00e+05 9.03e-01 -2.87027e-04 -1.16741e-04
2 1.25645450e+00 -3.33e+04 9.03e-02 3.47636e-04 7.51443e-05
* 1.51769750e+12 1.00e+05 9.03e-01 -1.28653e-04 —-5.42305e-05
3 3.37413115e-01 -2.72e+05 9.03e-02 1.63533e-04 2.86901e-05
4 1.75361020e-01 -9.24e+04 9.03e-03 8.34260e-05 1.84638e-06
5 6.04003961e-03 -2.80e+06 9.03e-04 1.01398e-04 8.07553e-06
6 1.19827275e-03 —-4.04e+05 9.03e-05 1.06214e-04 9.42622e-06
7 1.18834826e-03 -8.35e+02 9.03e-06 1.06465e-04 9.48552e-06
8 1.18834740e-03 -7.23e-02 9.03e-07 1.06468e-04 9.48615e-06

iter chisq delta/lim lambda kEZ kZE

After 8 iterations the fit converged.
final sum of squares of residuals : 0.00118835

rel. change during last iteration : -7.2321e-07
degrees of freedom (FIT_NDF) : 79
rms of residuals (FIT_STDFIT) = sqrt(WSSR/ndf) : 0.00387845
variance of residuals (reduced chisquare) = WSSR/ndf : 1.50424e-05
Final set of parameters Asymptotic Standard Error
kEZ = 0.000106467 +/- 3.21e-07 (0.3015%)
kZE = 9.48615e-06 +/— 8.906e-08 (0.9389%)
correlation matrix of the fit parameters:
kEZ kZE
kEZ 1.000
kZE 0.661 1.000

gnuplot> plot cE(t), ’data’

Na zaver fitu program vypise hodnoty finalnych parametrov spolu s ich standard-
nymi chybami a ich vzajomnou korelaciou. Okrem fitovania je program Gnuplot (ako
napoveda uz jeho nazov) vhodny aj na vykreslovanie grafov. Prikazom plot uvedenym
na konci vypisu 3 ziskame vysledny graf na obrazku 10. Vidime, Ze vysledok sa ¢iselne

aj graficky zhoduje s vysledkom ziskanym v programe Origin.
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Obr. 10: Nelinearny fit cg(t) v programe Gnuplot.

Pre zaujimavost uved' me este vysledok, ktory ziskame, ak na fitovanie nepouZzijeme
kompletnt sadu nameranych tudajov, ale iba kazdy piaty bod, teda hodnoty, ktoré st
v tabulke 7 uvedené tu¢nym pismom. Vysledok takéhoto obmedzeného fitu uvadzame
vo vypise 4. Je zrejmé, vysledné hodnoty st veImi podobné, hoci nie identické, a ze

maju vacsie odchylky, nakol'ko st stanovené z mensieho stboru dat.

Vypis 4: Vysledok nelinearneho fitu v programe Gnuplot z mensieho suboru dat.

Final set of parameters Asymptotic Standard Error
kEZ = 0.000106952 +/- 7.529e-07 (0.704%)
kZE = 9.69466e-06 +/- 2.055e-07 (2.119%)

correlation matrix of the fit parameters:

kEZ kZE
kEZ 1.000
kZE 0.664 1.000

Nelinearny fit pomocou programu v jazyku Fortran90. Nelinearny fit m6zeme usku-

to¢nit aj pomocou vlastného programu, comu je venovana nasledujaca cast. Fitujeme
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teda funkciu dvoch premennych S(kg_z, kz_g)
S(kez, kzg) = Z(}’i —yp(kez, kzp 1))’ (4-52)

ktora je sumou Stvorcou rozdielov experimentalnych hodnot y; a modelovej funkcie

rovnice (4-51), upravenej do tvaru

CE _ kZ—>E + kE_>Z€_(kE4’2+kZA’E)t

y(kE—>Z' kZ_>E;t) = (4—53)

COE ke_z+kz_p

Pre sprehl'adnenie dalSieho textu zapis skratime tym, Ze budeme pre parametre kg_,,
a k; _ g pouzivat oznacenie a a b, takZe po dosadeni rovnic (4-53) a (4-52) s pouzitim

tejto symboliky dostavame

(a+b)t; \ 2
) (4-54)

.
S b)=) @i-yabt)’ = Z(?i R

i i
Nasou tlohou je teda najst minimum funkcie S(a, b) dvoch premennych a a b. Na

rieSenie pouzijeme Newtonovu metodu, ktorej princip je strucne zhrnuty v nasledovnej

Casti.

Newtonova metdda minimalizacie funkcie viac premennych. Problematike mini-

malizacie funkcii viac premennych,

y(xll X25 ooy xn) = y(X) = f(xll X25 ooy xn) (4_55)

(kde x symbolizuje vektor premennych x1, x,, ..., x;,), t.j. ndjdeniu minima funkcie y(x)
(idealne globalneho, ale ¢asto najdeme len niektoré z lokalnych minim) je dostupnych
mnoho literarnych zdrojov.?’~2° Nie je G¢elom tejto ucebnice venovat sa obsirnejsie
tejto téme. Pre potreby riesenie nasej tlohy odkazujeme citatel'a napr. na kapitolu 9.3
ucebnice Riesené iilohy z fyzikdlnej chémie,>® ktorej je tato zbierka tloh pokracovanim.

Na tomto mieste zopakujeme iba najzakladnejsie principy Newtonovej metody minima-
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lizacie funkcii viacerych premennych, ktora patri medzi najcastejsie pouzivané mini-
maliza¢né procediry, najma pri malom pocte premennych. Ide o prirodzené rozsirenie
rovnomennej metody pre jednu premennd, ktora pouzivame pri rieSeni Prikladu 5.4.
V Newtonovej metéde predpokladame, Ze mame k dispozicii odhad bodu, v ktorom ma
funkcia (4-55) minimum x,. KedZe predpokladdame minimum xg + d* v blizkom okoli
bodu x, (vektor d* je odchychylka od odhadu xg), posta¢i nam na tomto okoli nahradit

finkcie (4-55) jej Taylorovym rozvojom do druhého radu
1
V(xp+d) = Th(xg+d) = f(xg) + Zvidi t3 ZHijdidj; (4-56)
i i,j

kde dy = x; —xgk, a V; a H;; st elementy gradientu (vektora prvych derivacii) a Hes-

sianu (matice druhych derivacii) v bode x

_(9fx) _[P*fx)
V= ( o | H;j = o0, | _ (4-57)
X=Xp X=Xp

V bode x( +d* je vektor gradientu nulovy. Vychylky di mozeme teda urcit pomocou

rovnic
0T, (x+d* . )
0= % = Vi + ZHI] i Vi= 1,11. (4—58)
]

Rovnice (4-58) tvoria sustavu linedrnych rovnic (SLR) premennych x;_,,, ktora mo-

Zeme napisaf v maticovom tvare
0=V+Hd* = Hd'=-V. (4-59)

Na riesenie SLR (4-59) je k dispozicii viacero pristupov (napr. d* = —H 'V, Gaussova
eliminacia a pod). KedZe T,(x) je len aproximaciou funkcie f(x) (vyssie, ako kvadra-
tické ¢leny sme v (4-56) zanedbali), nemusi viest riesenie SLR (4-59) k minimu na

prvy krok, poskytne nam vsak spresnenie odhadu minima

iy, =k x, Fa. (4-60)
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Vysledna metoda je preto itera¢na, postup opakujeme so spresnenym odhadom, az

kym gradient neklesne pod stanovené kritérium.

Vypocet analytickych derivacii. V nasom pripade pozname analyticky tvar zavis-
losti S od parametrov a a b, m6zeme odvodit aj explicitné vyrazy pre zlozky gradientu

a Hessianu:

v, =2 :—2Z v(a, b, t;) W, (4-61)
Vi 88((;;, b _ -2 Z’(%‘ -y(a b, ti))w’ (4-62)
H, = 2500 ) (W)z ~(i-yla b ti»w:, (4-63
Hy, = 2500 ) (%)2 ~(i-ylab ti»%:, (4-64
Hy= 2200y 5 | L DB, o, 1) THEL D) (4 gs)

kde parcialne derivacie

Iy(a, b, 1)) _ [(a®+ab)t; —ble" )i+ b ws6)
da (a+b)> ’
dy(a, b, t;) _ [(a% + ab)t; + a]e~ (@Dt _ g (4-67)
db (a+b)> ’
*y(a, b, t;) [(a® +2a2b + ab®)t} - 2(ab + b?)t; - 2b]e~(a+b)t 4 2p
Jaz (a+D) . (4-68)
*y(a, b, t;) [(a® +2a%b + ab?)t? + 2(a® + ab)t; + 2ale” (D) — 24
ob? - (a+b)3 , (4-69)
?y(a, b, t;) [(a® +2a%b + ab?)t? + (a® - b2)t; +a—ble @i _ g4 p w70)
dadb (a+b)? :

Vyrazy (4-66)—(4-70) si mOZeme odvodit rucne ako cvicenie z derivovania funkcii,
alebo pouzijeme niektory z programov na derivovanie funkcii, dostupnych aj volne
na internete. 3! Fitovanie funkcie (4-54) s vyuzitim analytického gradientu a Hessianu

mozno realizovat programom, ktory prinaZme vo vypise 5.
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Vypis 5: Program FitZEa na nelinearne fitovanie parametrov a a b modelovej funkcie (b +
a exp(—(a+b)t;)/(a+ b) Newtonovou iteracnou metoédou s analytickym vypoctom gradientu a
Hessianu v jazyku Fortran 90.

program FitZEa

c

C nelinearny fit y=(b+axexp(—-(a+b)t)/(a+b)

c v parametroch a,b

c s analytickym vypoctom gradientu a Hessianu

c

C vstup

C a,b,Tol,npt, maxit

c a,b — pociatocne odhady parametrov a a b

c Tol - konvergencne kriterium na normu gradientu

c npt — pocet merani v subore exp.dat

C maxit — maximalny povoleny pocet iteracii Newtonovej

c

c vstupny subor exp.dat

c npt riadkov ti, yExpi \%

c

c vystupny subor fit.dat

c npt riadkov ti, yExpi, yFiti

c

implicit none
integer MaxPt
parameter (Maxpt=100)
real+8 y(1:MaxPt),t(1:MaxPt)
c
real«8 a,b,da,db,s2,ga,gb,haa,hbb,hab,gnorm, Tol
integer npt,maxit, i
nacitanie parametrov
read (+,x) a,b,Tol,npt,maxit
nacitanie dat
open (unit=1,file="exp.dat’)
do i=1,npt
read (1,x,end=10) t(i),y(1i)
y(i)=y(i)/100
end do
close (1)
Newtonova iteracna procedura
i=0

c analyticky vypocet gradientu a Hessianu

10 call defSGH (y,t,npt,a,b,s2,ga,gb,haa,hbb,hab)
gnorm=dsqrt (gaxga+gbxgb)

c vypocet posunu a upgrade parametrov
da=—-(gaxhbb-gb+hab)/(haaxhbb-habxhab)
db=-(haaxgb-gaxhab)/(haaxhbb-habxhab)
write (%,99) i,a,b,da,db,s2,gnorm

99 format (i2,2x,6(d10.4,2x))
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O 0 0

O 0O o0 o0 o0 0

a=a-+da
b=b+db
test konvergencie
i=i+l
if ((gnorm.gt.Tol).and.(i.1t.MaxIt)) goto 10

tlac vysledkov
open (unit=1,file="fit.dat’)
do i=1,npt
write (1,+) i,t(i),y(i),(b+axdexp(—(a+b)xt(i)))/(a+b)
end do
close (1)

stop
end

subroutine defSGH (y,t,npt,a,b,s2,ga,gb,haa,hbb,hab)

rutina na vypocet
Sumy stvorcov - s2
zloziek gradientu - ga,gb
zloziek Hessianu - haa,hbb, hab

implicit none
real«8 y(1),t(1),a,b,s2,ga,gb,haa,hbb,hab
integer npt

real«8 e,v,yy,ya,yb,yaa,ybb,yab
integer i

$2=0.0d0
ga=0.0d0
gb=0.0d0
haa=0.0d0
hbb=0.0d0
hab=0.0d0

do i=1,npt
e=dexp(—(a+b)x*t(
yy=(b+axe)/(a+b)
v=(axa+axb)xt(i)-b
(a+
(

v=(ax*3+2+axaxb+axbxb)xt(i)*+x2—-2x(axb+bxb)xt(i)—-2xb
yaa=(vxe+2+b)/((a+b)xx3)
v=(ax*3+2+axaxb+axbxb)xt(i)**2+2x«(axa+axb)xt(i)+2xa
ybb=(vxe—-2xa)/((a+b)*%3)
v=(ax*3+2xaxaxb+axbxb)xt(i)*+2+(axa-bxb)xt(i)+a-b
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yab=(vxe—-a+b)/((a+b)x*x3)
$2=52+(y(i)-yy)*x2
ga=ga—2x(y(i)-yy)+ya
gb=gb-2x(y(i)-yy)*yb
haa=haa+2x(yaxya—(y(i)-yy)x+yaa)
hbb=hbb+2x(ybxyb—(y(i)-yy)x*ybb)
hab=hab+2+(yasyb—(y(i)-yy)+yab)
end do

i
i

return
end

Vypocet numerickych derivacii. Pokial by sa ¢itatel'ovi zdal pristup pomocou ana-
lytickych derivacii prili§ komplikovany alebo zbyto¢ne zdihavy, mozeme siahnut aj
po numerickom vypocte gradientu a Hessianu. Pre vypocet numerickej prvej a druhej
parcidlnej derivacie podla a pouzijeme rovnaké centrické vyrazy, ako pre derivacie

funkcie jednej premennej (s presnostou O(h?))

dS(a, b) S(a+da, b)—S(a—da, b)

Va= da - 26a ’ (4-71)
B 9°S(a, b) _ S(a+da,b)+S(a—da,b)—S(a, b)
Hy, = oz (6a) (4-72)

a analogicky aj podla b. Pre vypocet zmieSanej druhej parcialnej derivacie mozno od-
vodit vztah podobného typu, ktory ma v naSom pripade tvar
B 9°S(a, b) _ S(a+0a, b+06b)+S(a—da, b—0ob)—S(a+da, b—056b)—S(a—oda, b+o6b)

Hy, = = ,
ab dadb 46a6b
(4-73)

kde oa a 6b st diferen¢né kroky (v nasom pripade sme pouzili desattisicinu aktualnej
hodnoty parametrov a a b). Podrobnosti odvodenia vyrazov (4-71) aZz (4-73) mozno
najst v beznych ucebniciach numerickej matematiky, pripadne v kap. 9.4 uz spomina-
nej ucebnice. 3’

Fitovanie funkcie (4-54) s vyuzitim numerického vypoctu prvych a druhych par-

cialnych derivacii mozno realizovat programom, ktory uvadzame vo vypise 6.
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Vypis 6: Program FitZEn na nelinedrne fitovanie parametrov a a b modelovej funkcie (b +
aexp(—(a+ b)t;)/(a+ b) Newtonovou iteracnou metéodou s numerickym vypoctom gradientu a
Hessianu v jazyku Fortran 90.

program FitZEn

c
C nelinearny fit y=(b+axexp(—-(a+b)t)/(a+b)
c v parametroch a,b
C s numerickym vypoctom gradientu a Hessianu
c
C vstup
C a,b,Tol,npt,maxit, rdel
c a,b — pociatocne odhady parametrov a a b
c Tol - konvergencne kriterium na normu gradientu
c npt — pocet merani v subore exp.dat
C maxit — maximalny povoleny pocet iteracii Newtonovej
c rdel - relativna velkost kroku pri numerickej derivacii
c krok = rdel * hodnota parametra (a alebo b)
c
c vstupny subor exp.dat
c npt riadkov ti, yExpi \%
c
c vystupny subor fit.dat
c npt riadkov ti, yExpi, yFiti
c
implicit none
integer MaxPt
parameter (Maxpt=100)
real+8 y(1:MaxPt),t(1:MaxPt)
c
real+8 a,b,da,db,ga,gb,haa,hbb,hab,gnorm, Tol, rdel
real«8 s00,sp0,sm0,sOp,sOm,spp,smm,spm,smp,dda,ddb
integer npt,maxit,i
nacitanie parametrov
read (%,*) a,b,Tol,npt,maxit,rdel
nacitanie dat
open (unit=1,file="exp.dat’)
do i=1,npt
read (1,+,end=10) t(i),y(1i)
y(i)=y(i)/100
end do
close (1)
Newtonova iteracna procedura
i=0
c numericky vypocet gradientu a Hessianu
10 dda=rdel=xa
ddb=rdel«b

call defS2 (y,t,npt,a,b,s00)
call defS2 (y,t,npt,a+dda,b,sp0)
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99

call defS2 (y,t,npt,a-dda,b,sm0)
call defS2 (y,t,npt,a,b+ddb,sOp)
call defS2 (y,t,npt,a,b-ddb,sOm)
call defS2 (y,t,npt,a+dda,b+ddb,spp)
call defS2 (y,t,npt,a-dda,b-ddb,smm)
call defS2 (y,t,npt,a+dda,b-ddb,spm)
call defS2 (y,t,npt,a-dda,b+ddb,smp)
ga=(sp0—-sm0)/(2+dda)

gb=(s0p—sOm)/(2xddb)
haa=(sp0+sm0-2+s00)/(ddaxdda)
hbb=(s0p+s0m-2xs00)/(ddbxddb)
hab=(spp+smm-spm-smp)/(4+ddaxddb)
gnorm=dsqrt (gaxga+gbxgb)
vypocet posunu a upgrade parametrov
da=-(gaxhbb—gbxhab)/(haaxhbb-habxhab)
db=-(haaxgb-gaxhab)/(haaxhbb-hab+hab)
write (%,99) i,a,b,da,db,s00,gnorm,ga,gb,haa,hbb,hab
format (i2,2x,11(d10.4,2x))
a=a+da
b=b+db
test konvergencie

i=i+1

if ((gnorm.gt.Tol).and.(i.1t.MaxIt)) goto 10

tlac vysledkov
open (unit=1,file="fit.dat’)
do i=1,npt
write (1,+) i,t(i),y(i),(b+axdexp(—(a+b)xt(i)))/(a+b)
end do
close (1)

stop
end

subroutine defS2 (y,t,npt,a,b,s2)
rutina na vypocet sumy stvorcov

implicit none
real+8 y(1),t(1),a,b,s2,e,yy
integer npt,i

$2=0.0d0

do i=1,npt
e=dexp(—(a+b)xt(i))
yy=(b+axe)/(a+b)
$2=s2+(y(i)-yy)x**2
end do
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return
end

V Tabulke 8 prinasame ukazky efektivity programov FitZEa a FitZEn pre rozne po-
¢iato¢né odhady parametrov a a b, pricom bol na vypocet pouzity cely subor dat uve-
denych v tabulke 7, tj. vSetych 81 hodnot. Ako vidno, pre odhady blizke minimu (cca
10% odchylka) konverguje Newtonova metdda vel mi rychlo. Pokial st odhady vzdiale-
nejsie, zvysuje sa prirodzene aj pocet iteracnych krokov.

Tabul'ka 8: Najdenie optimalnych hodnoét rovnice (4-54) Newtonovou metodou s rozlicnymi
pociatocnymi hodnotami a a b (v tabul'ke zvyraznené hrubsie) pomocou programov FitZEa a

FitZEn. Konvergenc¢na norma gradientu (parameter Tol bola 107° a relativna velkost kroku
pre numerické derivovanie v programe FitZEn (parameter rdel) bola 1074,

a b oa ob S(a,b) VS|

1,000x10% 1,000x107> 5,65x10° —-6,36x1077 2,14x1072 1,40x 10*
1,057 x107% 9,364x107° 1,46x107® 1,59x1077 1,86x1073 9,68 x10?
1,071x10™% 9,523x107°% 4,84x10°% 6,37x107° 1,49x1073 2,39x 10!
1,072x10™% 9,529x10°°% 4,97x10711 7,25x107!%2 1,49x1073 2,07x1072
1,072x107% 9,529x10°°% 5,17x10717 8,08x107!8 1,49%x1073 1,90x1078

= W N = O -,

0 7,000x1075 5,000x10°°® 1,74x107° 1,84x10° 3,97x10°! 4,53x10*
1 8,739x10° 6,836x107° 1,33x10° 1,74x10°® 8,08x1072 1,37 x10*
2 1,006x107* 8,577x10°° 5,70x107® 8,26x1077 8,38x1073 3,06x103
3 1,063x107% 9,402x10°° 8,04x1077 1,25x107 1,59x1073 3,08 x 102
4 1,071x107% 9,527x10°° 1,38x107% 225x10° 1,49%x1073 4,66x10°
5 1,072x107% 9,529x10°% 3,94x107!12 6,69%x10713 1,49x1073 1,25x1073
6 1,072x107% 9,529x10°° 3,31x107!° 5,68x10720 1,49x1073 1,03x1071°
0 1,350x10™% 5,000x10°° —1,04x10™% 2,01x10° 3,09x10°! 5,15x10*
1 3,101x10™° 7,008x107° —4,00x1077 -3,82x107> 6,49x10° 5,11x10°
2 3,061 x10™° =3,122x10™° 3,81x107® 9,22x107° 3,48x10' 4,00x10°
3 3,442x107° -2,201x107° —4,41x1077 8,40x107° 1,17x10' 1,49x10°
4 3,398x107> -1,361x107° 4,15x107> 1,22x107° 4,52x10° 4,28x10°
5 7,547 x107° -1,458x107% 1,53x107> 5,67x10°° 4,27x107' 7,76 x10*
6 9,073x107° 4,210x107°® 1,12x10™> 3,72x10°° 7,65x1072 2,27 x10*
7 1,019x10™% 7,934x10°° 4,65x107% 1,42x107° 7,26x1073 4,84x103
8 1,065x107* 9,353x107° 6,04x1077 1,74x1077 1,56x1073 4,47 x 102
9 1,072x10™% 9,527x10°° 8,66x1077 2,38x107° 1,49x1073 5,58 x10°
10 1,072x10™% 9,529x10°% 1,71x10712 453x107!3 1,49%x1073 9,98x107*
11 1,072x107% 9,529x10°° 7,47x10720 1,62x1072° 1,49x1073 2,50x 10711
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Vyhodnotenie vysledkov. Pomer izomérov po ustaleni termodynamickej rovnovahy
v roztoku je mozné vypocitat z tvahy o zmene koncentracie (E) izoméru po dosiahnuti
rovnovahy (pripomerime, Ze priama ani spatna reakcia neprestavaju prebiehat, iba sa
vyrovnaju ich rychlosti — chemicka rovnovaha méa dynamicky charakter):

dc
_(d_f)eq =kp—zlceleq—kz-Elczleq =0, (4-74)

kde plati
kezlceleq = kzoElCz]eq- (4-75)

Pomer (rovnovaznych koncentracii) izomérov po ustaleni termodynamickej rovno-
vahy je preto dany pomerom rychlostnych konstant priamej a spatnej reakcie a je

reprezentovany rovnovaznou konstantou

_ [CZ]eq . kE—)Z

K= = , (4-76)
[CE]eq kzE
ktora ma v nasom pripade hodnotu
k 1,07x107%s7!
K=tEoz 27X 20 5 g3 (4-77)

" kzp 9,49x1076 1

Tento pomer je zjavny uz z obrazku 9 a potvrdzuje dobre stanovené hodnoty oboch
rychlostnych konstant kg, a ky .

Poznamka 3

Len pripomerime, ze uvedené hodnoty rychlostnych konstdnt boli stanovené pri 80°C a budii sa
lisif od hodnét kg_,; a ky_g pri izbovej teplote, ¢im sa bude menif aj zloZenie roztoku (pomer
izomérov). PretoZe ide o exotermickii reakciu ((Z) izomeér je v dosledku silnej vniitromolekulovej

vodikovej vizby termodynamicky stabilnejsim izomérom), zvysujiica sa teplota bude viest k

poklesu rovnovadznej konstanty s narastajiicou teplotou (Le Chatelierov princip).

Na stanovenie polc¢asu termickej (E) — (Z) izomerizacie pri izbovej teplote je nutné

najprv vypocitat hodnotu rychlostnej konstanty kr_,, pri tejto teplote. Pretoze v za-
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dani nie je uvedena teplotna zavislost rychlostnej konstanty kr_,, od teploty, stano-
vené hodnota kg_,; pri 80°C nam posluzi na vypocet hodnoty Gibbsovej energie tran-
zitného stavu (AGE_)Z) pre (E) — (Z) izomerizaciu studovaného hydrazénového foto-

prepinaca pomocou Eyringovej—Polanyiho rovnice (3—4)

kB T _AGI¢54>Z
—E€

kpz=—, RT (4-78)

i

AG
kl;:_;h g (4-79)

B
Po zlogaritmovani a malej Gprave dostavame
1
ke_.zh AG

AGE_, = —RTln(k']:;h )

1,07x107* 571 6,63x1073* m? kg s7! )
-23 m?2 -2 K-1
1,38 x10-2 m2 kg s—2 K-! 353,15 K (4-81)
1,07x107%s71 6,63x1073* m? kg s~!
1,38 x10722 m? kg s~2 K~! 353,15 K

=-8,314J K mol™! 353,15K ln(

=-2936] mol™! ln(

=—-2936J mol ™ 1n(1,46 X 10-17) =—-2936 ] mol™! (-38,8)=113,8 k] mol ..

Hodnotu kg_,; pri izbovej teplote (298,15 K) potom vypocitame opat pouZzitim

Eyringovej—Polanyiho rovnice (3-4)

s bl gt

1,38 x10 m? kgs K 298,15 K (o =twsind 1)
= e \8314] K 'mol™" 298,15 K/ —
6,63 x107>*m?kg 57!

(4-82)

=6,2x1012e %% 1 26,2x1021,16 x102% 1 =7,2x1078s!

Z tejto hodnoty rychlostnej konstanty prvého poriadku je potom mozné vypocitat
aj hodnotu polc¢asu termickej (E) — (Z) izomerizacie hydrazénového fotoprepinaca pri

izbovej teplote (t;,,) na zaklade nasledovnych tvah o tbytku koncentracie (E) izoméru
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Cp v Case

_deg _(298,15)
deg _ poo815) 4, 4-84
- CE —RESZ ’ ( - )

kedy po integrécii predchddzajtcej rovnice, zadani okrajovych podmienok (£ ozna-

cuje pokles povodného mnozstva (E) izoméru cgg na polovicu) a drobnych matematic-

kych apravach »
2 deg 2 (9815)
[* e s
CE E 0
CEQ
7 dc 208,15) (172
/ e A / dt (4-86)
0
I &0 _ (29815) t/2 1
- nCE CEO E—)Z 0 ( _87)
c 298,15
| ()~ ero)| = K2 (112 - 0) (4-88)
CE0
W c 1 (298,15)
Jin(2) = o) = ( )_1 2 k29819, 4-89
n(CE()) n(CEo.Z) n 2 E-Z 172 ( )

dostavame pre polcas t;,, vztah

In2

b2 = —5es1s)
E—Z

(4-90)

Po dosadeni vypocitanej hodnoty rychlostnej konstanty kE_g)le

dostavame hla-
danu hodnotu polcasu termickej (E) — (Z) izomerizacie a teda termicka stabilitu sku-

maného hydrazénového fotoprepinaca:

In2

— % -96x10°s~111dni (4-91)
7,2x1078 g1

tp =

Priklad 4.4

Sulfidicky yperit (2,2’-dichlordietylsulfid; d'alej len yperit), bezfarebna, pripadne sla-

bozlta az tmavohneda olejovita kvapalina (vdaka primesiam siry a jej derivatov, ktoré

70



sposobuju aj jeho typicka horcicovu alebo cesnakovt vonu), v minulosti ozna¢ovany
ako kral bojovych chemickych latok, patri medzi pl'uzgierotvorné bojové otravné latky
s devastujucim uc¢inkom na biologické tkaniva. Vd'aka vysokej toxicite yperitu zostava
terén zamoreny aj pri vyraznom poklese vonkajsej teploty (yperit sa sice vyparuje po-
malSie a je ho v parnej faze menej, no dlhsie trva jeho zriedenie a rozfukanie vet-
rom), doba Gcinnosti sa pohybuje v rozmedzi 10-16 hodin pri 20°C.° Za najlacnejsiu
a najdostupnejsiu chemickt reakciu vyrazne znizujucu toxicitu yperitu patri hydro-
lyza (nukleofilna substiticia, v ktorej voda vystupuje ako nukleofil; vid poznamka
1), prebiehajtaca v dvoch po sebe nasledujacich krokoch (obrazok 11), ktorym zodpo-
vedaji nasledujice hodnoty prislusnych rychlostnych konstant: k; = 0,16 min~! a k,
= 0,26 min~1.” Vidime, Ze rychlost substitticie druhého atému chléru je skoro dva-
krat rychlejsia ako odstiepenie prvého atomu Cl; aj ked ide o bimolekulové reakcie
druhého poriadku, predpokladame vyrazny nadbytok vody ako jedného z reaktantov
a obe za sebou nasledujuce reakcie st preto reakciami pseudo-prvého poriadku).
Odvod'te vztah pre aktualne koncentracie jednotlivych zloziek A (yperit), B (hyd-
roxy derivat; tzv. polovi¢ny yperit) a C (dihydroxy derivat) v roztoku (ide o kinetiku
naslednych reakcii prvého poriadku). Vypocitajte, ako sa zmeni doba ucinnosti za-
morenia, ak po zamoreni daného Gzemia vyrazne zaprsi (vysledny dihydroxyderivat

budeme povazovat za netoxicky), t.j. za ako dlho prebehne degradacia yperitu na 99%

na produkt C.
. S . kq . S . ko .. S .
O NI Ne T HOT O ENTel T T HoT S 0H
yperit
A B C

Obr. 11: Zjednodusena schéma postupného zniZovania toxicity yperitu v dosledku jeho dvoj-
stupriovej hydrolyzy. Pri reakcii vznika najskor 2-(2-chloretylsulfanyl)etanol, ktory prechadza
na konecny 2-(2-hydroxyetylsulfanyl)etanol.
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Poznamka 1

V prostredi poldrneho rozpiistadla dochddza k stiepeniu vazby C-Cl za vzniku chloridového
aniénu a prislusného karbkationu (obrazok 12), ktory je stabilizovany cyklizdciou za vzniku
tzv. tiiranového cyklu, ktory ndsledne reaguje s danym nukleofilom (Sy1 mechanizmus). Dvoj-

stuptriovou nukleofilnou substitiiciou déjde postupne nahradeniu obidvoch atémov CI.

;5|/\/§\/®
" e
yperit :Cl:

o R A P

CI/\/g)& + Nu —_— Zéi:l/\/§\/\Nu
S)
Cl

Obr. 12: Vznik yperitového karbkationu v prostredi polarného rozpustadla, ktory na jed-
nej strane umoznuje zniZenie toxicity yperitu v dosledku hydrolyzy (resp. inych nuk-
leofilnych substitucii veducich k menej toxickym produktom), na druhej strane je vsak
zodpovedny za cytotoxicitu yperitu v dosledku alkylacie molekul biologickych tkaniv.

Poznamka 2

Napriek vysokej pozornosti venovanej stidiu yperitu nie je mechanizmus jeho cytoxickych icin-
kov tiplne preskiimany. Pravdepodobne ide o cely komplex paralelne prebiehajiicich procesov (od
posobenia hydrolyticky uvolnenej kyseliny chlorovodikovej, cez interakciu s aminokyselinami,
bielkovinami, enzymami, aZ po interakciu s nukleovymi bazami DNA). Z hl'adiska chemickej
reaktivity vystupuje yperit ako ticinné mono- az bifunkéné alkylacné ¢inidlo, schopné alkylo-
vaf aj purinove a pyrimidinove bdzy nukleovych kyselin (najmi A, G a C) za vzniku nesta-
bilngch alkylderivdtov, ktoré sa ndsledne uvoliiujii z genetického refazca (obrdzok 13).32 Pri
posobeni yperitu na DNA uz boli opisané aj intermolekulové prepojenia medzi vliaknami DNA,
¢im molekula DNA strdca schopnost replikdcie (tzv. cross-linking medzi dvoma vldknami DNA
v dosledku alkyldcie guaninu G a vytvorenia mostika medzi atomami dusika v polohe 7 dvoch

molekil G).
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AN

®

yperit etylénsulfidovy kation karbkation
(etylénsulfidovy/thiiranovy heterocyklus)

s ®
ol > clm O

Cl
OH H HO” "N” NH; SI
OH OH
NTX—N linki /)
/m _ N/> cross-linking NN N NN N
HaN N H )l\ > /> )l\ ~ />
H,N” N ﬁ N

HoN

Iz

alkylovany G G

Obr. 13: Alkylacia nukleovej bazy guaninu G yperitom, ktorad vedie k strate alebo defor-
madcii prenosu genetickej informacie.

RieSenie

V nasom pripade hladame vztah pre koncentraciu produktu C, ktora by mala mat
hodnotu 99% hodnoty pociato¢nej koncentracie yperitu. Rychlostné rovnice pre uby-
tok yperitu A a prirastok medziproduktu B a finalneho dihydroxy derivatu C (obrazok

11) maju tvar:

_W = kch (4_92)
dc
d_i]'3 = kch—kch (4—93)
dc
d—tc = kocp (4-94)
Pri¢com plati celkova latkova bilancia:
(4-95)

C2+C3+C82CO:CA+CB+CC
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Integraciou diferencialnej rovnice pre tbytok koncentracie cp yperitu A pri pociatoc-

nej podmienke cp = cg v caset=0

CA t
—/ dea g, [ ar (4-96)
A CA 0
CA t
Incy| b = klt'o (4-97)
Ca
—(lncA —lncg) =k (t-0) (4-98)
1n(c—§) — kgt (4-99)
CA
c _
B =kt (4-100)
Ca

dostavame vztah pre ubytok koncentracie yperitu, ktory ubtda reakciou prvého po-
riadku

CA = cge_klt (4-101)

Substitaciou tohto vztahu do rychlostnej rovnice pre medziprodukt B dostavame na-

sledovnit nehomogénnu linearnu diferencidlnu rovnicu

dCB -
—L tkyep=k e

s (4-102)

Ktort mozno elegantne riesit napriklad metédou integra¢ného faktoru (I), t.j.:

dy _

3, TPy=g(t) (4-103)
I=exp [/p (t)dt] (4-104)
/d(Iy):/Ig(t)dt (4-105)

V nasom pripade teda y = cg a p(t) = k,, preto plati

/ d(cBesz) = / kycQ ekt (4-106)
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Integraciou tejto rovnice (vyuZzitim nasledovnych vztahov pre neurcité integraly)

1
/dx = x + konst; /e“tdt = Ee“t + konst, (4-107)
dostavame
k klcg ky—k
cpelt = | —A |ethok)t 4y, (4-108)
ko —ky
alebo
klcg ky—k k
cp = | —2 |etkak)t 4 ) pkat (4-109)
Ky —k,

kdey je integraéna konstanta. PretoZe plati cg = ¢} v Case t = 0, konstanta je funkciou
cg, cg, ky a k,. Dosadenim pociato¢nych podmienok (cg = cg; t = 0) do predchadzajucej

rovnice dostavame vztah

kCO
0 1A
)= (kz k1)+7/ (4-110)

z ktorého mozno ziskat integra¢na konstantu y

k C0
0 1¢A
y = cB—(k2 kl) (4-111)

Po jej dosadeni do rieSenia diferencialnej rovnice pre medziprodukt B dostavame

ky 8 ky 3
kot _ 1PA ) (ka=kq)t . 0 _ 17A 4-112
cge (kz—kl)e +cp (kz—kl) ( )

a pre aktualnu koncentraciu medziproduktu B preto po nasledovnych matematickych

upravach

k CO k CO
g = ( 1tA e(kz—kl)te—k2t+cge—k2t_ 1A e—kzt —

ky — Ky ky — Ky
klcg (kpt—k t—kat) | 0 —kpt klcg —kyt
_ _[ LA - 4-113
(kz—kl)e T k)¢ (113
_ ki ekt 4 Ykt kica \ ke
ko —ky ko —ky
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plati

kica —k —k —k
CB:(kz_zl)(e 1 _e 2t)+cge 2t (4-114)

Pretoze sme uz na$li vztahy vyjadrujace aktualne koncentracie yperitu A aj medzi-

produktu B, aktualnu koncentraciu finalneho produktu C je mozno jednoducho ziskat

na zaklade materialovej bilancie
CC:co—cA—cB:Cg—cA—cB (4-115)

Dosadenim vyrazov pre aktualne koncentracie yperitu A aj medziproduktu B a na-

sledovnych matematickych apravach

CC:Cg—CA—CB:

kqc®
= cg—cge_klt—(—l A (e_klt—e_k2t) =
1

K —k
k
=8 -cle kit Cg(kz—lkl)(e_klt e kzt)
L0 0kt oKk ke o k) ke
=CA7CA Mk, —k, Mk, —k, = (4-116)

k k
K e B e I

dostavame nami hl'adany vztah pre koncentraciu finalneho dihydroxyderivatu:

k k
— 0 1= 2 —kqit 1 —kyt 4-11
cc CA[ (—kz—k1 e+ —kz—k1 e ( 7)
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alebo

[ -1 & -1{ k
— 0 1= 2 —kyt 1 —kyt —
S| —J(b—kle T\ =k, /¢
[ -k -k
-1 = 2 —kqt 1 —kot | _ B
A _1 (kl—kz)e +(k1—k2)e l (4-118)

[ k k
— 0 _ 1 —kyt 2 —kqt
“al! (kl_kz)e +(k1—k2)e

Po dosadeni nami zadanej podmienky pre 99% degradaciu yperitu a rychlostnych

konstant k; = 0,16 min~! a k, =0,26 min~! dostavame

0,99 = 1 _( 0,16 )6—0,261’99 +( 0,26 )6—0,16t99 = 141,60 02609 _ 9 o016t
0,16 -0,26 0,16 -0,26

(4-119)

Tato rovnicu je treba riesit numericky. Hladaniu korerniov rovnic numerickymi me-
todami sa venujeme detailnejSie v inych prikladoch — met6édu polenia intervalu (bi-
sekcie) blizsie popisujeme v Priklade 5.4, Newtonovu metddu zasa v Priklade 5.3. Na
tomto mieste sa obmedzime na priblizné rieSenie jednoduchym dosadzovanim za tgg
do rovnice (4.4), teda takpovediac ,,hrubou silou”. Rovnicu (4.4) mozno este zjedno-

dusit, ak si uvedomime, ze ak plati
0,99 =1+ 1,67 %2619 _ 2 6016199 (4-120)

potom vyraz

1,6e" %2609 _ 2 67016009 — _( 01 (4-121)

A dosadzovanim do rovnice
p =1,6e %2619 _ 3 6p=0:16%09 (4-122)

hl'adame taka hodnotu tg9, ktora sa najviac priblizi ¢islu —0,01. Asi najjednoduchsi

a Sirokej verejnosti dostupny softvér, ktory mozno pouzit na rychly vypocet t99 je MS
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Excel, pripadne Google Sheets.

Sibor Domov VloZit RozloZenie strany Vzorce Udaje Revizia

'L“'D & Calibri 11 oy = = = 8
Prilepit B - = == v
oo e= 3= .
Dozadu Schranka [ Pismo I~ Zarovnanie ~
B35 v fx | =1,6*EXP(-0,26*A35)-2,6*EXP(-0,16*A35)
A B C D E F
1 t i

2 1 -0,981891314
3 2 -0,93675462
4 3 -0,875387201
5 4 -0,805432811
6 5 -0,732204438
7 6 -0,65930379
8 7 -0,589086265
9 8 -0,523008642
10 9 -0,461887951
11 10 -0,400093222
31 30 -0,020741766
32 31 -0,017728129
33 32 -0,015147906
34 33 -0,0129398
35 34  -0,01105094
36 35 -0,00943578
37 36 -0,00805513
38 37 -0,0068753
39 38 -0,005867358
40 39 -0,005006474
Sheet1 )

Vidime, Ze nasu podmienku splria f99 &~ 35 minat.
Vypocitali sme tak, ze doba Gc¢innosti zamorenia sa skrati (ak po zamoreni daného

uzemia vyrazne zaprsi) z povodnych 10 — 16 hodin na hodnotu necelych 35 mindat!

Priklad 4.5

Na pohotovost bolo privezené dieta, ktoré pred dvoma hodinami omylom (v dom-
neni, zZe ide o cukriky), prehltlo patnast tabletiek lieku proti astme obsahujucich te-
ofylin ako a¢innu latku (jedna tabletka obsahovala 100 mg teofylinu). Z lekarskej li-
terattry je zrejmé, ze pri koncentracii teofylinu v krvi prevysujicej 100 mg/L nastava

vazna otrava organizmu a pri koncentraciach nad 200 mg/L je uz Zial otrava smrtel'na.
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Rychlost vstrebavania teofylinu do krvi je tak ako u vaésiny oralne podavanych liekov
umerna jeho koncentracii v traviacom trakte (zaladku a ¢revach) a podobne rychlost
jeho vylu¢ovania z krvi je timerna jeho koncentracii v krvi.”

Ak zoberieme do Gvahy nasledujuce fakty:

1. Pohyb teofylinu v organizme zodpoveda modelu naslednych reakcii, kedy absor-
pcia z traviaceho traktu do krvi reprezentuje prvu reakciu a vylucovanie teofy-

linu z krvi druht, naslednt reakciu. Schematicky:

k1 ko
Krv » Vylucenie z organizmu

Y

Traviaci trakt

A B C

2. Polcas prvej reakcie je 5 hodin, pol¢as druhej 6 hodin.
3. Mnozstvo krvi u dietata je asi 2 L.
4. Celkom rozumne predpokladajme, Ze objem krvi je rovny objemu tenkého creva

5. Z prirucky pre lekarov je jasné, Ze po 2 hodinach po poziti je uz vac¢sina teofylinu

v tenkom ¢reve (teda traviacom trakte).

6. Teofylin je nastastie rychlo adsorbovany aktivhym uhlim. Pri oralnom podani
aktivneho uhlia klesne rychlost absorpcie z traviaceho traktu do krvi (teda rych-
lostna konstanta k) 2-krat. Pri mimotelovom podani do krvi vzrastie naopak

rychlost vylu¢ovania (rychlostna konstanta k;) 6-krat,

hlavnou otazkou, ktora sa vynara je: Je mozné este dieta zachranit? A ak ano, tak ako?
Je nutné mimotelové pridanie aktivneho uhlia, alebo staci jeho oralne podanie? Od-
vod'te vztah pre vypocet maximalnej koncentracie teofylinu v krvi a vztah pre vypocet
doby, kedy koncentracia teofylinu v krvi dosiahne tato hodnotu v oboch pripadoch,

t.j. po oralnom i mimotelovom podani aktivneho uhlia.
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Obr. 14: Chemicka Struktura teofylinu (1,3-dimetyl-7H-purin-2,6-dién; angl. theophylline).

Poznamka 1

Teofylin je metylxantinovy derivit struktiirne a farmakologicky podobny s kofeinom, predd-
vany ako ticinnd latka v mnozZstve roznych znaciek liekov pouzivanych v klinickej praxi pri
lie¢be respiracnych ochoreni ako sii chronickd obstrukcénd choroba pliic alebo astma. Sposobuje
relaxdciu hladkého svalstva priedusiek (bronchodilatdtor) a zvysuje prekrvenie pliic a stahova-
nie/zmrstovanie brdnice aj prie¢ne pruhovaného svalstva. Zosilriuje kontrakcie svaloviny srdca
(myokardu) a zvysuje frekvenciu stahov (pri vyssich davkach vSak moze dochddzaf k neZiadiicej
arytmii), v periférnej cievnej stistave spésobuje vazodilatdciu, teda rozsirenie ciev a optima-
lizuje kyslikovy metabolizmus, ¢o sa vispesne vyuziva pri lie¢be nahlych cievnych mozgovych
prihod. Md vsak aj niektoré neZiadiice vedlajsie ti¢inky ako sii agitdcia, kice a vracanie pri
vysokych hladindch kvoli posobeniu na CNS, neziadiica arytmia pri vyssich ddvkach, zvysuje
deformdcie erytrocytov, inhibuje agregdciu trombocytov, potli¢a imunitu sprostredkovanii T-

lymfocytmi aj tvorbu protildtok B-lymfocytmi.

Riesenie

Pretoze ide o nasledné reakcie prvého poriadku, pre zavislost koncentracie teofylinu

v traviacom trakte (cp) od ¢asu plati (vid Priklad 4.4, rovnica (4-101)):

CA = cge_klt (4-123)
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a pre zavislost koncentracie teofylinu v krvi (koncentracie cg) od ¢asu mozno odvodit

(Priklad 4.4, rovnica (4-114)):

klcg
B~k

(e_klt - e_k2t) + et (4-124)

kde cg je po¢iato¢né koncentracia teofylinu v trdviacom trakte a ¢ je jeho podiato¢na
koncentracia v krvi. Pretoze predpokladame rovnaky objem krvi a tenkého creva, kon-
centracie teofylinu vo vyssie uvedenych rovniciach je mozné nahradit hmotnostami,
t.j. cg — mg = 15x%x 100 mg = 1500 mg. Samozrejme, pociatocné mnozstvo teofylinu
v krvi je nulové (c§ — m) = 0 mg).

Kedze ide o reakcie prvého poriadku, rychlostné konstanty absorpcie teofylinu
z traviaceho traktu do krvi a jeho naslednej eliminacie z krvi stanovime z polcasov

tychto dejov:
In2  In2

ky = =—-=0,1386h"" (4-125)
ti2) D
In2 In2

k= —<2 -2 _01155h! (4-126)
t1/2(2)

Predpokladame, Ze dieta ma priblizne 2 L krvi, preto smrtelné mnozstvo teofylinu
v krvi je 2x 200 mg = 400 mg.

Do vztahov pre cy (4-123) a cg (4-124) dosadime vstupné udaje. V ¢ase dopravenia
dietata zachrannou sluzbou do nemocnice (po 2 hodinach od pozitia) ma teda dieta

v traviacom trakte
ca =cle ! = 1500 mg- e 138620 — 1136 9 mg (4-127)
KedZe v nagom pripade cg = 0, rovnica (4-124) sa zjednodusi na

0
g = kli(e_klt —e_kzt) (4-128)
ky —ky
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Diefa ma teda v krvi

0,1386 h~'-1500 - -
mg (6—0,1386 h™'2h _ o~ 01155 h 1y h) =322 mg (4-129)

B~ 0.1155h1-0,1386 h-!

Uz z tohto vysledku je zrejmé, Ze sa jedna o vaznu otravu. Je preto nutné vediet, ¢i
a ak, tak kedy koncentracia prekona hranicu 400 mg. Len poznamenajme zrejmy fakt,
Ze koncentracia teofylinu v krvi cg najprv rastie, dosiahne maximum a potom opat
klesa (reprezentuje vlastne koncentraciu medziproduktu pri naslednych rekaciach).
max

V koncentracnom maxime teofylinu v krvi (ozna¢me ho koncentréaciou cg'®*) v case

tmax Sa jeho koncentracia nemeni (prva derivacia je rovna nule)

dCB
—=0 4-130
T ( )
Dosadenim rovnice (4-128) teda dostavame

k1 Cg
ky—ky

[(—y)eFatmax — (<kp) e~F2lmax| = 0 (4-131)

Zlomok pred zatvorkou nemoze byt rovny 0, preto musi byt nulova hodnota ¢lenov v

zatvorke, odtial po jednoduchych upravach

kl e—kl fmax — kZe_thmax (4—132)
ki ko)t
k_ =e 1 2)tmax (4—133)
2
ky
In k_2 = (kl_kZ)tmaX (4_134)

dostavame vyraz pre ¢as, v ktorom bude koncentracia teofylinu v krvi maximalna

o1 (k1 (K

V nasom pripade tak koncentracia teofylinu v krvi dietata dosiahne maximum (ak by
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sme samozrejme ni¢ neurobili) v ¢ase

3 1 ky\
tmax = —ln(a) =

(ko—ky)
_ 1 . 0,1155h7"'\ (4-136)
- (0,1155h-1-0,1386 h~1) 10,1386 h-! ]
1

- _In(0,83)=-43,48h-(-0,182)=7,9h
0,023y (083) ( )

po poziti liekov.

Poznamka 2
Spomerime len, Ze v pripade nenulovej poliatocnej koncentrdcie medziproduktu ma vyraz pre

hodnotu éasu, v ktorom koncentrdcia medziproduktu B dosahuje maximum tvar33

_ 1 k2 Cg k2 Cg
tmax—ﬁln[a(l-Fg—(E a

. (4-137)

Maximalnu koncentraciu teofylinu v krvi c¢g'®* potom vypocitame dosadenim casu

tmax (4—135) do rovnice pre zavislost koncentracie medziproduktu B od c¢asu (4-128)

0
cmax — kica (e_kltmax_e_thmaX) (4-138)
ky — Ky
0 —k k —k k
cmax _ kiex [, attin(i) _ ukin(2) (4-139)
ky =k

S vyuzitim nasledovnych jednoduchych vztahov

elnx =X, lnxn — nlnx N exlny — elnyx — yx (4—140)

mozeme zo zatvorky v rovnici (4-139) odstranit vSetky logaritmy a exponencialy so
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zakladom e, teda

max klcg E Bk E ky-k1
B ky —ky |\ ky kq
o " 6 (4-141)
kicy (k_l)kZ‘kl ~ (h)kZ‘kl
ko =ky [\ k2 ka
Po prenasobeni jednotkou v tvare
y
P (a* —a?) (4-142)
a¥
a dal$ich matematickych apravach
ky = ki k2
max le/O\ (_2) o ki \k2h ky \k2 ki .
1 E S | N B -
27”1 (k_l)kZ*kl 2 2
2
_ko [ kq kk—lk kq kk—zk
kic) (kl)kz‘kl (_2) o (_2) o B
=k \k e e |
()" ()%
k - kq—k —
k1C/0\ (k1 )k22k1 (k1 )kikf e (4-143)
ky—ky \ky 2 -
k.
klcg (kl)kz_zkl (kl )—1
= — —-1]=
ko —ky \ky [\ K2
ko
_ 0 ki (ki \2h k-
A=k \k ky
ziskame jednoduchy vyraz pre maximalnu koncentraciu teofylinu v krvi:
ko
ko—k
cmax :cg(k_l) o (4-144)
ka

Po dosadeni nasich rychlostnych konstant pre absorpciu a eliminaciu teofylinu
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a pociatocnej koncentracie teofylinu v traviacom trakte (cg) dostavame

0,1155 h~! )

0,1386 h! (0,1155 h—1-0,1386 h~!
0,1155 h!

cmaX Z 1500 m
B 8 ( (4-145)

=1500 mg-(1,2)"> = 1500 mg- 0,4 = 603 mg

Zial, vidime, ze mnozstvo teofylinu v krvi po 8 hodinach vyrazne prekro¢i hodnotu
smrtelnej otravy, preto musia lekari rychlo konat. Zo zadania je jasné, zZe vyplach za-
ladku ani hrubého ¢reva prilis nepomoze, pretoze vacsina teofylinu uz je tenkom creve
a v krvi. Ostava teda moznost adsorpcie teofylinu na aktivne uhlie a to bud oralne
alebo zavedenim mimotelového obehu. Aj ked je zavedenie aktivneho uhlia mimo-
telovym obehom vyrazne ucinnejsie, je na druhej strane riskantnejsie, preto skisme
najprv vypocitat, ¢i by nestacilo oralne podanie (veduce k zniZeniu vstrebavania te-
ofylinu z traviaceho traktu do krvi).

Zo zadania vieme, Ze pri oralnom podani aktivneho uhlia klesne rychlost absorpcie

z traviaceho traktu do krvi (rychlostna konstanta k) 2-krat, t.j.

k| = %1 = %6}1_1 =0,0693h! (4-146)
Pretoze po prichode do nemocnice uz ubehli 2 hodiny od pozitia liekov, d'alsi prie-
beh zmien koncentracie (koncentracie) teofylinu v krvi po oralnom podani aktivneho
uhlia je moZné vypocitat po dosadeni vypocitanych aktualnych koncentracii teofylinu
v traviacom trakte (cy = 1136,9 mg) a v krvi (cg = 322 mg) ako pociatocnych hodnot

¢ ac) do vzorca pre zavislost koncentracie medziproduktu od ¢asu

;7 0
kicy

_ —kit —kyt 0 ,—kyt
CB_W(e "—e 2)+CB€ 2 (4—147)

Vynesieme si preto predchadzajicu zavislost koncentracie (mnozstva) teofylinu v krvi
pre dalsich 20 hodin po prichode do nemocnice (obrazok 15 — prerusovana ciara).
Zial, z obrazku 15 je jasné, Ze ani okamzité oralne podanie aktivneho uhlia by nezab-

ranilo smrtel'nej otrave a koncentracia teofylinu v krvi by po 3 hodinach od prichodu
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do nemocnice (po 5 h od pozitia liekov) opat prekrocila kritickt koncentraciu 200
mg/L (mnozstvo 400 mg).

Lekarom preto neostava ni¢ iné ako skusit odstranit teofylin z krvi malého pacienta
pomocou mimotelového obehu. Stale vsak ostava otazka, ¢i vobec pomdze mimotelovy
obeh a ¢i dieta nebudeme tesne pred smrfou zbyto¢ne tyrat. Zo zadania vieme, Ze
pri mimotelovom podani do krvi vzrastie naopak rychlost vylucovania (rychlostna

konstanta k,) 6-krat, t.j.
5 =6k, =6-0,1155h"' = 0,693 h! (4-148)

Po dosadeni vypocitanych aktualnych koncentracii teofylinu v traviacom trakte (cy =
1136,9 mg) a v krvi (cg = 322 mg) ako pociatoénych hodndt ¢ a ¢ do vzorca pre

zavislost koncentracie medziproduktu od ¢asu
kic% , ,
= LA (phit_ e_th) +cehat (4-149)

Po vyneseni zavislosti mnozstva teofylinu v krvi od ¢asu (obrazok 15 — bodkociarko-
vana krivka) je tentokrat kone¢ne mozno konstatovat potesujucu spravu, Ze dieta je
predsa len mozné zachranit! Treba teda rychlo zapojit mimotelovy obeh krvi a pre

poistenie eSte podat aktivne uhlie aj oralne.
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Bez lie€enia
700 . . = = Aktivne uhlie (oralne)
— - Mimotelovy obeh
g 600 Oblast smrtefnej otravy
2 500- i
> I ]
2 400 - - - o i
= 7 =
= ]
S 300 . D
§ AN . Oblast vaZnej otravy
:g 200 - N\, - _
c i ‘N, ]
s 100 -, _ -
0 . . : =
0 5 10 15 20
Cas [h]

Obr. 15: Casova zavislost mnozstva teofylinu v krvi v pripade troch réznych situacii: (a) die-
tatu po poziti liekov obsahujucich teofylin ako ucinnu latku nie je poskytnuta Ziadna pomoc;
(b) po prichode do nemocnice je diefatu ordlne podané aktivne uhlie, ktoré spomaluje absor-
pciu teofylinu z traviaceho traktu do krvi; (c) teofylin je z krvi dietata odstrariovany adsorpciou
na aktivne uhlie pomocou mimotelového obehu krvi.
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5 Chemicka rovnovaha

Podstatu chemickej rovnovahy mozno najlepsie pochopit na priklade chemickej re-
akcie, prebiehajucej v plynnej faze, pokial je mozné predpokladat stavovo idealne

spravanie vSetkych reaktantov aj produktov. Ak uvazujeme vseobecnu reakciu

aA(g)+bB(g)--- = pP(g) +qQ(g)... (5-1)

kde A, B, ... sureaktantya P, Q,... si produkty reakcie so stechometrickymi koeficien-
tamia, b, ..., resp. p, q, .... Medzi tymito komponentami sa ustaluje termodynamicka
rovnovaha, pri ktorej sa zlozenie zmesi d'alej nemeni. Pri dosiahnuti rovnovahy st re-
akcné potencialy (reakéné Gibbsove energie) pravej a I'avej strany reakcie (reaktantov

a produktov) vyrovnangé,
A;Greak = app +bpp +-+- = A Gprog = ppip +qpQ +- - (5-2)
takze zanikne hnacia sila reakcie (A, G)
ArG = ArGprod = ArGreak = ppp +qpQ +... —apa —bpg —--- =0 (5-3)
Tato rovnicu mozno zapisat vo vSeobecnom tvare
A,G = ZViﬂi =0 (5-4)
i

kde p; st chemické potencialy jednotlivych zlozZiek reakcie a v; su stechiometrické
koeficienty, ktoré st pre produkty kladné a a pre reaktanty zaporné. Tato konvenciu
volime preto, aby pre zmenu latkového mnozstva I'ubovolnej komponenty reakcie pri

zmene rozsahu reakcie d& platilo univerzalne
dTli = Vidé. (5—5)
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Ak pouzijeme znamy vztah pre zavislost chemického potencialu cistej latky na jej
tlaku

i = ,4§+RT1n% (5-6)

a dosadime do rovnice (5-4), zistime, Ze v rovnovahe plati

AG = IZW,. - lZ(,u;’ +RT1n%)
=Y vips+ Z(RTln%)
i i
=Y vip +RT Zln(%)w

1

_ 0 Piyvi _
_Zv1y1+RTln]_[(po)V 0,

i i

kde prvy ¢len na pravej strane rovnice (5-7) oznacujeme ako standardnii reak¢nt Gibb-

sovu energiu

AG° = ZW;’ (5-8)

i
a p; st rovnovazne parcialne tlaky jednotlivych zlozZiek. Rovnicu (5-7) moZeme nako-

niec upravit do znamejsieho tvaru

Vi
o Pi)
~A,G :RTlnl | L) = RTInK,. (5-9)
i (po p
Vyraz , . )
v (Ryp(BQ)a
]_[ Pz) ()P (5 Pp PQ - o (a+b..—p—q..)
K = _o = = (p) P y (5—10)
Y (p (Ba)a(B2)b... pg ph...

tzv. rovnovdzna konstanta reakcie (5-1) je Gstrednym parametrom charakterizujicim
dant rovnovahu. Pomocou jedinej hodnoty K, (zavisiacej na teplote) mozeme urdit
vysledné rovnovazne zloZenie reak¢nej zmesi, nech je vychodiskovy stav akykol'vek.

V praxi je ¢asto vhodnejsie zrealizovat samotny vypocet pomocou vyrazov K, pri-
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padne K,

p 4
Nnp N~ ...
Ko = i (5-11)
nAnB...
P .4
XPXQ...
KX = W, (5—12)
A B';-

teda vyrazov formalne analogickych s Kj,, vyjadrenych pomocou rovnovaznych latko-

vych mnozstiev n;, pripadne molarnych zlomkov zloziek
i i

Xi = =
Zj Rj Mot

(5-13)

Vztah medzi K, a K, ziskame vyjadrenim parcialneho tlaku zlozky pomocou celko-

vého tlaku p a molarneho zlomku danej zlozky

pi = X;p. (5-14)

Vyuzitim (5-14) vo vyraze (5-10) dostavame

xp\P(xQp\T P4 (p+q+..—a-b+...) Yivi
Kp=(f )a(f L 2] (2] s
(If"p) (;OP) . Xj xg...\P p

Pokial do vyrazu pre K, (5-12) dosadime za molarne zlomky ich definiciu (5-13),

dostaneme aj vztah medzi K, a K,

np \P ( naq p_4q
Kx B E;:Et ;a 21::: ;b — - :I;z(l} — (ntot)(a+b+...—p—q...) = Kn(ntot)_zj Vj' (5_16)
Mot Mot ) 7 ATBT

Spojenim rovnic (5-15) a (5-16) dostavame

Ljvj 2;vj
KP:KX(%) :Kn( P ) (5-17)
p NiotP

Rovnovazna konstanta K, zavisi v zmysle rovnice (5-9) na teplote. Pre A.G° vsak
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plati znamy vztah z termodynamiky

A,G° = A,H° — TA,S°. (5-18)

Ak budeme uvazovat s takym intervalom teplot, na ktorom hodnoty A,H° a A.S° ne-
zavisia vyraznejSie od teploty, mozeme ziskat uzito¢ny vztah pre teplotnta zavislost

Kp = f(T). Z rovnice (5-9) pre K,(T) dostavame

T)=e RT =¢ RT ¢ R, (5-19)

Pre podiel konstant pri dvoch rozli¢ nych teplotach mozeme potom pisat

_AfH®

Tl) e RTy
- ArH°

T) e T

_ApHO | ApHO
— ¢ RIT TRT;

(5-20)

¢o je vztah znamy ako van’t Hoffova rovnica.

Vyssie uvedenym spdsobom dokazeme pomocou termodynamickych velic¢in zis-
kat hodnotu K. Pre vypocet rovnovazneho zlozenia reakénej zmesi v plynnej faze
za rozli¢nych reakénych podmienok je efektivne pouzivat na popis stustavy latkové
mnozstva reakénych zloziek. Pokial predpokladame priebeh reakcie tak, ako vyjad-
ruje rovnica (5-1), pozname podmienky, za ktorych reakcia prebieha a taktiez pocia-
to¢né zlozenie reakcnej zmesi vyjadrené prostrednictvom latkovych mnozstiev jed-
notlivych zlozZiek reakcie 1, ;, mdéZeme rovnovazne latkové mnozstva vsetkych kom-

ponentov reakcie vyjadrit pomocou jediného parametra — rozsahu reakcie &

n; :1/10’1'4—1/1'5, (5—21)

91



o je iba integrovana forma rovnice (5-5). Pre celkové latkové mnozsttvo dostavame

Mot = Z”i = Z”O,i +< Z’/i =Nt + & Zvi- (5-22)
i i i i

Dosadenim vyrazov (5-21) a (5-22) do vyrazu (5-11) pre K, sa rovnica (5-17) stava
rovnicou o jedinej neznamej &. Pre reakciu prebiehajucu za izotermicko-izobarickych
podmienok (t.j. pri nemeniacom sa tlaku, rovnom tlaku na pociatku reakcie py) bude

uzitocné rovnicu (5-17) prepisat do tvaru

o

oYy, Ljvj
KP = [KnntotZ] V]] (@) ’ (5—23)

kde na £ zavisi iba vyraz v hranatej zatvorke.
Pri reakcii, prebiehajacej izotermicko-izochoricky sa tlak pri nemeniacom sa ob-

jeme moze menit (pokial ) ;v; #0), pricom zavisi na &

p = po—t. (5-24)
1o tot

V tomto pripade je efektivne upravit rovnicu (5-17) do tvaru

Ljvj
K, = [Kn]( Po ) , (5-25)
10 totP

pricom na & zavisi iba samotné K,,.

Rovnice (5-23) a (5-25) je vzdy mozné previset do tvaru polynomickej rovnice
podla & ako P(&) = 0. Ciselné hodnoty parametrov p, p°, 1ng,i, T€SP. Mg tot, Ktoré sa v
uvedenych rovniciach vyskytuju, st pri takto formulovanom probléme zname. Rozna-
sobenim sucinov Cinitelov typu (no,i+£vi)|”i|, resp. (Mg ot +& ) v;)ILil, vyskytujiacich sa
v hranatej zatvorke rovnic (5-23) a (5-25) dostavame pre cCitatel a menovatel vyrazov

v hranatej zatvorke polyndmy N (&) a D(&) (z angl. numerator, denominator),

kn ' kp '
N(&) = an-gl, D(&) = Zdié’, (5-26)
i=0 i=0
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v ktorych ¢iselné hodnoty parametrov n; a d; mozno explicitne vy¢islit. Rovnice (5-23),

resp. (5-25) mozno teda pisat v tvare

N(&)

b= ﬁ%’ (5-27)
kde B je v oboch pripadoch vy¢isliteIna konstanta
Ljvj
g = (p_o) (5-28)
1o, totP
Ljvj
- (p—o) . (5-29)
p
Rovnicu (5-27) prevedieme do tvaru jedinej polynomickej rovnice
K N(¢)
P
_p_ &) 5-30
B~ D@ (5-30)
K k
ED(E)-N(E) = PE)=) pi&=0, (5-31)
P i=0

_%

kde p; = 7&1,- —n;. Stupne polynémov N(x) a D(x), t.j. ky, kp st pri rovnici (5-25) dané

suctom absolatnych hodnot stechiometrickych koeficientov reaktantov, resp. produk-

tov

kn=p+g+r+...

e

(5-32)
kp=a+b+c+...

e

i€reak

V pripade rovnice (5-23) st rovnaké

ky = kp = k = max Z lvil, Z v (5-33)

iereak ieprod

Stupen polynému P(x), t.j. k, je pre obe rovnice (5-23) a (5-25) vZdy dany vyrazom
(5-33).

Pre najjednoduchsie reakcie dostaneme linearne alebo kvadratické rovnice, ktoré
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vieme vyriesit matematickou vybavou zo strednej Skoly. Pokial je stuperi vysledného
polynému vyssi ako dva, mozeme v Specifickych pripadoch pouzit niektora z na-
roc¢nejsich dostupnych matematickych schém (napr. Cardanove vzorce pre kubické
rovnice), vSeobecny analyticky postup pre najdenie koreriov polynému 'ubovolného
stupna vSak neexistuje. K dispozicii je vsak viacero numerickych metdéd hl'adania ko-
reniov nelinearnych rovnic. Polyném k-teho stupria ma vo vSeobecnosti k koreriov, nie-
ktoré mozu byt viacnasobné, alebo komplexné — moze teda existovat aj viac ako jeden

realny koren. Nase rieSenie vSak musi spadat do intervalu fyzikalne moznéno rozsahu

n . n .
e [—min{ O’l} ,min{ﬂ} ] (5-34)
Vi ieprod |vi | iereak

Iba na tomto intervale st latkové mnozstva vsetkych zloziek reakcie v zmysle rovnice

reakcie, t.j.

(5-21) kladné. Tento interval uvazujeme ako otvoreny, pretoze v hrani¢nych bodoch
je latkové mnozstvo aspon jednej zlozky reakcie nulové, ¢o pri rovnovaZnom systéme
nezodpoveda fyzikalnej realite.

Akonahle ziskame hodnotu rovnovazneho & = Eeqr mozeme urcit latkové mnozstvo
kazdej zloZzky v stave rovnovahy pomocou rovnic (5-21).

Prepis rovnic typu (5-23) a (5-25) na polynomicka rovnicu (5-31) je sice elegantny,
ale so zvySujucim sa poc¢tom komponentov reakcie ako aj hodnot stechiometrickych
koeficientov citelne narasta jeho pracnost. Pokial sme sa uz rozhodli riesit problém
rovnovazneho zlozenia reak¢nej zmesi numerickymi metédami, je mozné navrhnut
podstatne efektivnejsi postup, v ktorom nakoniec nebude potrebna ani aprava do

tvaru polynému. Kedze obe rovnice (5-23) a (5-25) maja tvar

Kp = Q(¢) (5-35)

kde K, je rovnovazna konstanta, nezavisla na &, postaci hl'adat koren nelinearnej rov-
nice

F(&)=Q(&)-K, =0 (5-36)
Vyraz Q(&) sa v termodynamike nazyva reakény kvocient, ktory ma analogicky tvar ako
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rovnovazna konStanta, je vSak funkciou aktudlneho zloZenia ststavy. Pokial uz sa-
stava dosiahla rovnovahu, dosahuje Q(&) hodnotu rovnovaznej konstanty K, (5-35),
pomocou ¢oho nakoniec rovnovazny rozsah reakcie &y najdeme. Navyse, reakény kvo-
cient ako funkcia & je na intervale fyzikalne moZného rozsahu reakcie (5-34) ostro
monotoénnou — rastucou funkciou. Rovnakou bude na tomto intervale aj funkcia F(&),
takZe tu bude mat len jediny korerl v & = £.4. Na hl'adanie koreria nelinearnej rovnice,
separovaného na znamom intervale existuje niekol'ko jednoduchych schém (napr. me-
toda polenia intervalu — bisekcia, alebo regula falsi), ktoré vzdy skonverguju k hl'ada-

nému koreru a nie je pri nich potrebny Ziadny pociatoény odhad korena.

Priklad 5.1

V plynnom stave pri teplote 293 K prebieha nasledovna reakcia
A(g) +B(g) = 2C(g) (5-37)

ktora je charakterizovana rovnovaznou konstantou K, = 5, stanovenou pre p° = 101235 Pa.
Vychodiskova reak¢na zmes bola uzatvorena v pevnej nadobe s objemom 50 L a ob-
sahovala reaktanty v pomere n,/ng = 2, avsak Ziaden produkt. Tlak v nadobe na
pociatku reakcie bol 75000 Pa. Urcite zloZenie a vysledny tlak rovnovaznej reakcnej
zmesi za predpokladu, Ze teplota sa v priebehu reakcie nezmenila. UvaZujte tieZ sta-

vovo idealne spravanie vsetkych zloziek reakénej zmesi.
Riesenie

Na tuvod stanovime pociato¢né zlozenie reakénej zmesi. Celkové latkové mnozstvo

stanovime zo stavovej rovnice

L PV _ 75000Pa0,05 m’
RT  8,314] mol 'K-! 293 K

=1,5394 mol. (5-38)
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Z pomeru n,/ng mozno stanovit pociato¢né molarne zlomky ochoch reaktantov. V
nasom pripade mame

n—A =2 = np = 2TlB (5_39)
ng

Ak oznacime ng = x, dostavame

ng=Xx
np = 2ng = 2x (5-40)

Mot = NA + g = 3x

a pre molarne zlomky

2
Xp= A =22 _ 06666
Mot 3x (5_41)
ng X
xg= -2 =T —0,3333.
Mot 3X

Pomocou molarnych zlomkov (5-41) ziskame latkové mnozstva reaktantov na za-

¢iatku reakcie

oA = XANot = 0,6666-1,5394 mol = 1,0263 mol,

(5-42)
nop = Xphior = 0,3333-1,5394 mol = 0,5131 mol.
Pre reakciu (5-37) ma tlakova rovnovazna konstanta (5-10) tvar
2

Pc 2 2

5 X
K, = p(A” )p - Fc :XB. (5-43)

(F)(p—o) PAPB  XAPB

V reakcii sa nemeni celkové latkové mnozstvo. KedZe z dvoch zanikajacich molekul
vznikaju dve nové, sucet stechiometrickych koeficientov }_;v; = 0. V takomto pripade

je v zmysle rovnice (5-17) K, rovne priamo K,,, teda

nec
=K, = (5-44)
nang

Hodnoty nu, ng a nc moézeme vyjadrit pomocou pociato¢nych latkovych mnozstiev,
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stechiometrickych koeficientov a jediného neznameho parametra — rozsahu reakcie &

na =Mnoa — &,
ng = nog — &, (5-45)

nec = noc+2£ = 25
Dosadenim vyrazov (5-45) do rovnice (5-44) dostavame rovnicu o jedinej neznamej &

_ (2£)?
P (nop —&)(nop— &)’

(5-46)

¢o je kvadraticka rovnica, ktort mozno jednoduchymi apravami prepisat do obvyk-

1ého tvaru

Ky (1o — &)(nop — &) = 47
Kp&? = Kp(noa + nop)& + Kpnoangp = 4&° (5-47)

(Kp —4)&% = Kp(nga + nop)& + Kynganop = 0.

Po dosadeni konkrétnych hodnot nakoniec dostavame
&2 -7,6971& +2,6331 = 0. (5-48)

Obvyklym rieSenim rovnice (5-56) dostavame dva korene &; =7,3381a &, =0,3588,
z ktorych fyzikalny zmysel ma len & = 0,3588 (prvy vedie k zapornym n, a ng vo vy-
razoch (5-45) po ustaleni rovnovahy), dosadeni ktorého do vyrazov (5-45) stanovime

zloZenie rovnovaznej zmesi

na = nga —E = 0,6675,
ng = ngg — & = 0,1543, (5-49)

ne =2& =0,7176.

Vzhl'adom k tomu, Ze sa pri reakcii (5-37) nemeni celkové latkové mnozstvo, zo-

stava pri konstantnej teplote a objeme zachovany aj tlak, takze rovnovazny tlak zod-
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poveda povodnym 75000 Pa.

Priklad 5.2

Uvazujme reakciu

2A(g) = B(g), (5-50)

ktorej A H° = —20 kJ/mol a rovnovazna konstanta pri teplote 300 K ma hodnotu K, =
5, stanovenu pre p°® = 101235 Pa. Reak¢na zmes s pociatocnym zloZenim np, = 1 mol
a ngg = 0,25 mol s pociato¢nym tlakom p, = 50 kPa reagovala:

a) izobaricko-izotermicky,

b) izochoricko-izotermicky,

c) izochoricky pri zvySeni teploty o 50 K

do dosiahnutia rovnovahy. Urcite zloZenie rovnovaznej reakcnej zmesi a vysledny tlak

vo vsetkych troch pripadoch.

RieSenie

Na rozdiel od Prikladu 5.1 sa v pripade reakcie (5-50) celkové latkové mnozstvo meni
(Zj v; = —1), takZe sa K, ani K, nerovnaju priamo K. Pre tlakovt rovnovaznu konz-

tantu reakcie (5-50) mozeme podla rovnic (5-15) az (5-17) pisat

pPB

Kp — po 5 — pr — szp — an;Otp . (5_51)
B e e

Hodnoty n,, ng a ny, moZeme vyjadrit pomocou pociatoénych latkovych mnozstiev,

stechiometrickych koeficientov a jediného neznameho parametra — rozsahu reakcie &

na =noa — 2¢,
ng = nog + &, (5-52)

Niot = N + 1B = Ngp + Mg — &.
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a) Izobaricko-izotermicky proces. Pre izobaricko-izotermicky proces zostava cel-
kovy tlak pocas celej reakcie konstantny na povodnej hodnote p,, ktora je v tomto
pripade znama. Aj pri dosiahnuti rovnovahy mozeme polozit p = py. Dosadenim vy-

razov (5-52) do rovnice (5-51) dostadvame rovnicu o jedinej neznamej &

K - (”OB"’é)(nOA"'”OB_E)pO, (5-53)

P (1ga —2&)?po

¢o je opat rovnica, ktortt mozno upravami previest do obvyklého tvaru kvadratickej

rovnice
Kppo C = (nop + &)(noa + 1gp — &)
p° (noa —2&)?
a(ngp —28)* = (ngp + &)(noa + 11op — £) (5-54)
a((nga)* —4nga& +4&%) = nog(nop + nop) + noa& — &2
E2(4a+ 1) — E(dangp +ngp) + an%A —nog(nga + nog) = 0.
Po dosadeni konkrétnych hodnot nakoniec dostavame
K
a= Pf°::;4673, (5-55)
p
0=10,8692E2-10,8692& +2,1548. (5-56)

RieSenim rovnice (5-56) st dva korene & = 0,7275 a &, = 0,2725, z ktorych fyzikalny
zmysel ma len & = 0,2725 (prvy vedie k zapornému n, v rovnici (5-52) po ustaleni
rovnovahy), dosadenim ktorého do vyrazov (5-52) stanovime zloZenie rovnovaznej
zmesi

np = nop — 2(5 = 0,4550,

(5-57)
ng =npg + & =0,5225.

b) Izochoricko-izotermicky proces. Kedze sa celkové latkové mnozstvo pri reakcii

(5-50) meni, musi sa pri konstantnom objeme a teplote menit v priebehu reakcie aj

99



celkovy tlak v stistave. Pre pomer aktualneho a pociatoéného tlaku v takejto sustave

pouzitim stavovej rovnice a vyrazov (5-52) dostaneme

p Ny tﬂ n
—_ ot Vv _ tot (5—58)

- 2
Po  (noa+nop)RF oA+ 1op

odkial pre celkovy tlak dostavame

Potot

= o tot (5-59)
Noa + MoB

Dosadenim vyrazov (5-52) a (5-59) do rovnice (5-51) dostavame opat rovnicu o jedi-

nej neznamej &, v tomto pripade v tvare
[¢]
. nghotP

P 2
I’IAp
np ntotpo

K

HAPO
0A 0B (5_60)
_ np(1noa +no)p°
”iPo
_ (nop +&)(noa +nop)p°
(n0a —2&)%po

4

ktora prevedieme do obvyklého tvaru kvadratickej rovnice

Kppo = (nop + &)(npa + nop)

p° (nga —2&)?

a(noa —2&)* = (ngp + &)(1oa + nop)

(5-61)

a(nf, —4nga& +4E%) = nop(noa + nop) + &(noa + 1op)

4a&® - E(dangp + noa + nop) + ang, —nop(nga + nop) = 0

Ciselna hodnota parametra a je rovnaka, ako v rovnici (5-55), a rovnica (5-61) mé po

dosadeni jednotlivych parametrov tvar

0=9,8692&%-11,1192& +2,1548 (5-62)
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s korenimi & = 0,8780 a &, = 0,2487, z ktorych jediny ma fyzikadlny zmysel len & =
0,2487 (prvy koren vedie k zapornému n, v (5-52) po ustaleni rovnovahy), a dosade-

nim ktorého do vyrazov (5-52) poskytuje nasledovné zloZenie rovnovaznej zmesi

np = Nop — 26 = 0,5026,

(5-63)
ng =npg + E =0,4987.
Vysledny rovnovazny tlak mozeme ziskat pomocou rovnice (5-59)
+ - 1,0013 mol
p = Poloatmos =) _ 5050 p, 1LOOISmOl_ 5000 o by (5-64)
oA + NoB 1,25 mol

Pri danej teplote prebehne teda reakcia v izochorickom rezime teda s mens$im roz-
sahom reakcie, ako v izobarickom. Tento zaver je v stlade s o¢akavanim v zmysle Le
Chatelierovho principu, ked'ze pokles reak¢ného tlaku, ktory vyvola reakcia, pri ktorej
celkové latkové mnozstvo klesa (Zj v; = —1) by mala mat za nasledok posun rovno-
vahy v smere proti poklesu latkového mnozstva, t.j. v nasom pripade dol'ava, k ¢comu

sme vypoctami skuto¢ne dospeli.

c) Izochoricky proces pri zvyseni teploty o 50 K. Vysledné zloZenie reak¢énej zmesi
a jej tlak je funkciou zaciato¢ného a konecného stavu a nezavisi na sposobe, akym
sustava z jedného stavu do druhého dospela. Celkovy proces je preto uzitocné rozlozit

na dva formalne ¢iastkové procesy, ktoré vieme I'ahko zbilancovat
1. izochoricky ohrev pociato¢nej zmesi z 300 K na 350 K pred spustenim reakcie,

2. nasledna reakcia prebiehajuca v izochoricko-izotermickom rezime pri teplote

350 K.

Vysledny tlak reaktantov bez vzajomnej reakcie pri izochorickom ohreve z T; =

101



300 Kna T, = 350 K stanovime podIa stavovej rovnice, resp. Charlesovho zdkona

P1_P2
T T,
T
P2 =P1?2
| . (5-65)
— 50000 Pa 220K
300 K

=58333,33 Pa.

Priebeh reakcie v izochoricko-izotermickom rezime sme vyriesili v predchadzaju-
com pripade b), mdzeme teda znova pouzit rovnice (5-60) a (5-61), v ktorych vSak
musime uvazovat s pociato¢nym tlakom py uréenym rovnicou (5-65) a rovnovaznou
konstantou K, prepocitanou na tepolotu 350 K. Tato ziskame pomocou van’t Hoffovej

rovnice (5-20), ktort mdzeme upravit na

ArHP

Kp(TZ) = Kp(Tl)eT(T%_TLz) =5 ¢8314 ] mol~IKk-1

—20000]mol_1( 1 L)

S00KTSS0K — 1 5903, (5-66)

S takymito hodnotami py a K, je Ciselna hodnota parametra a v rovnici (5-61) =

0,9155, pricom tato rovnica ziska po dosadeni parametrov vysledny tvar

0=3,6622&%—-4,9122& +0,6030 (5-67)

s korenimi &; = 1,2046 a &, = 0,1367, pricom fyzikalny vyznam ma opat iba druhy

koren. Po jeho dosadeni do vyrazov (5-52) dostavame zlozenie rovnovaznej zmesi

np = Nop — 25 = 0,7266,

(5-68)
Hng =npg + (S =0,3867.
Vysledny rovnovazny tlak uréime opat z rovnice (5-59)
+ — 1,1133 1
p = Poloatmos=8) _ soqnqiqp, LIS MOl ooy 1gp,, (5-69)
oA + 1B 1,25 mol
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Priklad 5.3

V plynnom stave prebieha nasledovna reakcia

2A(g)+B(g) +C(g) = P(g) + Q(g), (5-70)

ktora ma pri teplote 20°C K, = 10 (p° = 101235 Pa). Reakéna zmes bola uzatvorena
v reak¢nej nadobe s pohyblivym piestom, pricom vonkajsi tlak mal v priebehu celej
reakcie hodnotu p., = 2 Atm. Reakcia prebiehala izotermicky. Vypocitajte vysledny
objem reakcnej nadoby po ustaleni rovnovahy, ak viete, Ze na zaciatku obsahovala
reakéna zmes latky A, B, C, P a Q v rovnakych latkovych mnozstvach, pricom objem

nadoby bol 120 L.
Riesenie

Postup riesenia tohto prikladu je tplne analogicky s tym, ktory sme pouZzili v Priklade
5.3a) (izobaricko-izotermicky dej). Specifikom tu viak bude, Ze vysledné rovnice buda
vyssieho stupna ako kvadratické. Nevystacime tu teda so stredoskolskou matematic-
kou vybavou, ale pouZijeme numerické rieSenie nelinearnej rovnice Newtonovou meto-
dou.

Zo zadania moZeme stanovit pociato¢né zloZenie reakénej zmesi. Celkové latkové

mnozstvo ziskame pomocou stavovej rovnice

PV _ 2-101325Pa 0,12 m?
O RT ™ 8,814 ] mol 'K—1(20 + 273,15) K

=9,9776 mol, (5-71)

kde sme vSetky velic¢iny previedli do SI sustavy, t.j. p =2 Atm = 2-101325Paa T =
t+ Tpo = (20 +273,15) K. KedZe pociatocna zmes obsahuje vsetky latky v rovnakych

latkovych mnozZstvach, I'ahko stanovime pociatocné zloZenie reak¢nej zmesi

9,9776 1
ng = nga = Nog = Ngc = Nop = TloQ = % = 1,9955 mol. (5—72)
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Podobne, ako v priklade 5.2 sa aj v reakcii (5-50) nezachovava celkoveé latkové
mnozstvo ()_;v; = —2), takZe pre K, reakcie (5-50) v zmysle rovnic (5-15) az (5-17)

dostavame

c —_rp_pepolp?)® _ xexo(p®)? _ mpnomin(p°)? (5-73)
T o(m)mee pRpspc xxpxcp’  mimsncp’

Hodnoty aktualnych latkovych mnozstiev jednotlivych zlozZiek reakcie vyjadrime po-

mocou rozsahu reakcie n; = ny; + v;&, takze

na = nop —2& =ny—2¢,
ng=nog—& =np—¢&,
nc=nopc—&=ny—¢&
(5-74)
TlP:TlOP+€:7’l0+£

nQ:n0Q+§:n0+é

Mot = E nj = ng ot — 2&

i

kde 1 4, je definované rovnicou (5-71). Dosadenim vyrazov (5-74) do rovnice (5-73)

dostavame

K, = {10 & (010~ 26 P(p°) 5.75)
p

P (ng —2&)*(no — &)
Vyrazy pre K, typu (5-75) pre I'ubovolnu reakciu st polynomickymi funkciami jedi-
nej premennej & so stupfiom max{}_; rcak [Vil, X_i proa Vil podl'a rovnice (5-33), v pripade
reakcie (5-70) teda Stvrtého stupna (stucet absolutnych hodnoét stechiometrickych ko-
eficientov reaktantov )_

ireak [Vil = [val+|ve|+|vcl = |- 2| +]| - 1]+[-1] = 4), ktorG mozno

beznymi tapravami

2 2 2
p (no+¢&) (nO,tot -2¢)
=K.|— =
“ p(Po) (19 —2&)%(ng—&)?

a(ng—2&)(ng—&)% = (ng + &)*(ng ot — 2&)°

a(ng—4ng& +4E%)(n§ - 2no& + &) = (n + 2ng& + E)(n§ 1o — 41010t & +4E7)

(5-76)
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previest do obvyklého tvaru

(4a — 4)54 + (4ng 1ot — 12ang — 810)&3 + (13an5 - 4n5 + 8ngng ot — n%’tot)€2+ (5-77)
+(4n%no't0t - ZnOn%’tot - 6an8)é + (ané - n%ngltot) =0.

Ak dosadime za jednotlivé parametre ¢iselné hodnoty zo zadania ako aj z rovnic (5-71)

a (5-72), nadobudne parameter a hodnotu 40 a cela rovnica (5-77) bude mat tvar
F(&)=1566%-933,90736% + 2114,51316% - 2145,54478 +237,8609=0  (5-78)

Graf funkcie (5-78) je zndzorneny na Obrazku 16 (kde sme premennua & oznacdili tra-
di¢nym oznacenim x). Z grafu vidime, Ze rovnica (5-78) ma dva realne korene x; =
0,1256 a x, = 2,8677. Tieto hodnoty stanovime numerickym rieSenim, matematicky
zdatnejsi mozu pouzit aj analytickeé riesenie, ktoré pre kvartické rovnice vzdy existuje.
Mozeme ich tiez ziskat zobrazenim f (&) v adakvatne hustej sieti bodov (jednoduché
odcitanie z grafu), ¢o je koncepcne sice najjednoduchsi, avsak ¢o do poctu operacii
pomerne nakladny spdsob riesenia rovnic.

Prv nez numericky stanovime koren rovnice (5-78), pozastavme sa na chvilu pri
otazke jednoznacnosti rieSenia nasho zadania ako celku. Existencia dvoch realnych
korernov rovnice (5-78), ktoré na grafe 16 vidime, mdze na prvy pohl'ad znamenat, ze
reakcia (5-70) by mohla aj pri jednozna¢nom vychodiskovom zloZeni dospiet do roz-
licnych rovnovaznych stavov (polynomicka rovnica 4-tého stupria ma vo vseobecnosti
4 korene, nie vSetky vSak musia byt realne). V skuto¢nosti vsak neskimame & na ce-
lej redlnej osi, obmedzime sa len na interval fyzikalne pripustného rozsahu reakcie v
zmysle vztahu (5-34). V nasom pripade totiz z vyrazu (5-74) pre n vyplyva, Ze

o

£ <~ =0,9978 mol, (5-79)

inak by sme dospeli k zapornej hodnote n,, ¢o je fyzikalny nezmysel. Podobne z vyra-
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Obr. 16: Graf funkcie f(x) = 156x* — 933,9073x3 + 2114,5131x% — 2145,5447x + 237,8609 na
intervale x € (-1, 3,5) s grafickym vyznacenim koreriov f(x) = 0 ako priesecnikov grafu funkcie
f(x) s osou x.

zov (5-74) pre np pre ng dostavame obmedzenie

£> —% = -1,9955 mol. (5-80)

Zaporna hodnota & sama osebe nie je nezmysel, znamena len, Ze reakcia (5-70) pre-
behla oproti poc¢iato¢nému stavu sprava dol'ava. Celkovo nam teda z oboch obmedzeni

vyplyva ako fyzikalne relevantny iba interval
£ €(-1,9955, 0,9978) (5-81)

pretoze len na riom nadobudaju vsetky zlozky reakcie v zmysle vyrazov (5-74) neza-
porné latkové mnozstva. Ako vidno z grafu 16, na tomto intervale existuje len jediny

koren, takze nase zadanie ma jednoznacné riesenie.
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Najdenie koreria nelinearnej rovnice Newtonovou metodou. Newtonovu metédu
na minimalizaciu funkcii predstavujeme v Prikladoch 5.5 (pre jednu premennt) a 4.3
(pre viac premennych) spolu s algoritmami v programovacom jazyku Fortran 90. Na
tomto mieste uvadzame koncept vyuzitia Newtonovej metédy na hl'adanie koreriov
rovnic.

Nasim ciel'om je najst také x*, pre ktoré plati

f(x)=0. (5-82)

Funkciu f(x) moZeme v okoli ['ubovolného bodu x rozvinut do Taylorovho radu

f"(x0)
2

fxg+0)=f(xg)+ f(xg)0+ 5%... (5-83)

Ak je xo vhodnym odhadom korenia x* = xy + 0, bude 6 dostato¢ne malé, takze sa

moZeme v rozvoji (5-83) obmedzit na prvé dva c¢leny a rovnica (5-82) prejde na tvar

0=f(x") = f(xo+0)~ f(xo) + f'(x0)0 (5-84)

z ktorého mozno urdéit korekciu k odhadu koreria

5:_f(xo) (5-85)

a tym aj cela Newtonovu iteraéntt schému

f(x;)
f(xi)

Xipl = Xi— (5-86)

Pre spresneny odhad korena x;,; teda okrem hodnoty f(x;) potrebujeme poznat aj
hodnotu prvej derivacie f’(x;), ktort mozno stanovit analyticky, alebo numericky.
Podrobnosti o numerickych metdédach hl'adania koreniov nelinearnych rovnic mozno
27-29

najst v Sirokej palete u¢ebnic numerickej matematiky.

V nasom pripade, t.j. pri hIadani korena rovnice (5-78) je pri znalosti analytického
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tvaru polynému stanovenie jeho derivacie veI'mi jednoduché

(&) =4-156E3-3-933,9073E2 +2-2114,5131& — 2145,5447
(5-87)
= 624&3-2801,7219&2 +4229,0262& — 2145,5447.

Tabul'ka 9: Najdenie korena nelinearnej rovnice (5-78) Newtonovou metédou s rozlicnymi
pociatocnymi hodnotami xq (vyznacené tucnym pismom).

i &i f(&) f(&) 0
0 0,0000 237,8609 -2145,5447 0,1109
1 0,1109 24,7396 -1710,2878 00,0145
2 0,1253 0,3772 -1658,3084 00,0002
3 0,1256 0,0001 -1657,4996  0,0000
4 0,1256 0,0000 -1657,4994  0,0000
0 -1,9955 22833,8820 -26699,4600 0,8552
1 -1,1403 7082,1482 -11535,9050 0,6139
2 -0,5264 2101,1870 -5238,7556 00,4011
3 -0,1253 541,7000 -2720,5265 0,1991
4 0,0738 90,5877 -1848,2901  0,0490
5 0,1229 4,4910 -1667,1226  0,0027
6 0,1255 0,0129 -1657,5271  0,0000
7 0,1256 0,0000 -1657,4994  0,0000
0 09978 -570,8695 -95,3396 -5,9877
1 -4,9899 276348,5261 -170540,3601 1,6204
2 -3,3695 87311,9315 -72077,0895 11,2114
3 -2,1582 27488,4864 -30594,0915 0,8985
4 -1,2597 8555,1320 -13165,5192 0,6498
5 -0,6098 2566,1258 -5908,1278  0,4343
6 -0,1755 684,7526 -2977,4496  0,2300
7 0,0545 127,1149 -1923,3967 0,0661
8 0,1206 8,3244 -1675,3222  0,0050
9 0,1255 0,0441 -1657,5939  0,0000
10 0,1256 0,0000 -1657,4994  0,0000

V tabulke 9 ilustrujeme konvergenciu Newtonovej metddy pri hladani korera rov-
nice (5-78) pri rozli¢nych vol'bach hodnoty x,. Vhodné zvolenie poc¢iatocného odhadu
moze ovplyvnit, ku ktorému z koreriov bude algoritmus konvergovat (pokial je kore-
nov viac), ako aj rychlost konvergencie. Pri nevhodne zvolenom odhade mo6ze metoda

konvergovat pomaly, alebo dokonca divergovat. Na druhej strane nie je vzdy priamo-
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¢iare postavit vhodny pociatocny odhad. Pokial nemdme dodato¢né informacie (napr.
riesenie pri podobnom pociato¢nom zloZeni), sme niekedy odkazani na odhad ,na
slepo”. Ako vsak vidno z tabulky 9, Newtonova metoda skonverguje v nasom pripade
na celom intervale (5-81) k jedinému koreniu £ = 0,1256 mol, rychlost konvergencie je
vsak odlisna. Pri vhodnom odhade, akym je v nasom pripade napr. &, = 0, algoritmus
konverguje rychlostou viac ako jedného radu na iteraciu. Pokial poZadujeme presnost

napr. 0,0001 mol, dosahujeme ju po 3 - 4 iteraciach.

Poznamka
Vyssie uvedeny postup bol ilustrdaciou univerzdlneho riesenia. Pozornejsiemu Citatelovi vsak
iste neuniklo, ze v tomto specifickom pripade sa moZeme rieseniu kvartickej rovnice (5-78)
vyhniif. Rovnica (5-75) sa totiz dd napisaf v tvare
o 012
_ (1m0 + &) (no0t = 26)(p°)> _ [(”0 + &) (o0t — 28)p (5-88)
P (ng—2&)*(ng - &)?p? (ng=2&)(mo-&p |~
takze ndm postaci riesit iba rovnicu
ng+ &) (ng tor — 2E)p°
V (ng—2&)(nog—<&)p
alebo vhodnejsie v tvare
o= PR _ (104 )0~ 2¢) (5-90)
p° (ng—2&)(ng— &)
Rovnicu (5-90) je mozné prepisat do tvaru kvadratickej rovnice
a(ng—2&)(ng — &) = (ng + &)(no,tot — 2€) (5-91)
a(ng = 3no& +2&2) = [nono,or + & (no,tor = 2110) — 267 (5-92)
(2a +2)E2 + (210 — ng 1or — 3a0ng)E + ng(any —nger) = 0, (5-93)
kde po dosadenti jednotlivych hodnot parametrov dostavame
14,6491&2 —43,8491& +5,2746 = 0. (5-94)
Korerimi tejto rovnice sii xy = 2,8677 a x, = 0,1256, z ktorych iba x, leZi vo vniitri intervalu
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(5-81). Ako vidno, tento koreri je totozny s fyzikdlne relevantnym koretiom rovnice (5-78),
ktory sme nasli v predchddzajiicej Casti. Treba vsak zdoraznif, Ze zjednodusenie riesenia nasej
ullohy, prezentované v tejto pozndamke je mozné len vdaka ndhodnej zhode, ktord je v tomto
pripade zaloZend najma na ekvimoldrnom zastiipeni zloZiek vo vychodiskovej zmesi. Vo vse-

obecnosti sa takéto zjednodusenie nedd predpokladat.

Na zéaver stanovime vysledny objem reakcnej sustavy v rovnovahe V4. Pri kon-

Statntnej teplote a tlaku pomocou stavovej rovnice pren dostavame

V.

eq _ Mot
Mot
Veq = VO .
19, tot

Ak do rovnice (5-95) dosadime za 1o @ Mo z rovnic (5-71) a (5-74), dostavame

Mo o — 2 9,9776 mol + 0,1256 mol
vy, = Mot T8 onp mo’ ¥ MO 1169788 L.  (5-96)
10, tot 9,9776 mol

Priklad 5.4

Pre predchadzajuce Priklady 5.1, 5.2b a 5.3 najdite rovnovazny rozsah reakcie pomo-
cou numerického riesenia, hfadanim korena nelinearnej rovnice typu (5-36) na inter-

vale, danom vztahom (5-34). Na rieSenie pouzite metddu polenia intervalu (bisekcie).

RieSenie

V tomto priklade si preverime pouzitie univerzalneho pristupu, ktory bol predsta-
veny v zavere uvodu k tejto kapitole — rovnice (5-35) a (5-36). Ako uz bolo nacértnuté
v tvode, tento postup na rozdiel od postupu, ktory sme pouzili pri rieseni predcha-
dzajucich prikladov tejto kapitoly, nevyZaduje Ziadnu Gpravu pracovnych rovnic do
tvaru polynému, ¢im sa okrem pracnosti vyrazne redukuje aj moznost omylu pri ma-

nipulacii s matematickymi vyrazmi. Vysledna rovnica (5-36) je na intervale (5-34)
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vzdy rastGca, ma teda jediny koren, ktory je mozné najst s l'ubovolnou presnostou.

Riesenie budeme hl'adat metodou bisekcie.

Najdenie koreiia nelinearnej rovnice metodou polenia intervalu - bisekcie. Nech
spojita funkcia f(x) na intervale (a, b) ma prave jednen koren. Ulohou je urcit odhad
tohto koreria x* s vopred zadanou presnostou 9, ¢im rozumieme, Ze presny koren sa

nachadza na intervale (x* — 0, x* + ). V ramci met6dy bisekcie polozime na zaciatku
xp=a, Xxp=b (5-97)
(body x1 a xp budti aj v dalSom texte oznacovat Iavy a pravy okraj intervalu, na ktorom

je hl'adany koren separovany) a postupujeme podla nasledovnej itera¢nej schémy:

1. Interval (xp,xp) rozdelime na polovice deliacim bodom

Xc = % (5-98)

2. Skumame, ¢i sa koren nachadza na intervale (x;,xc) alebo (xc,xp). Kedze je
funkcia f(x) spojita, bude sa nas jediny koren nachadzat na tom intervale, pri
ktorom majt funkéné hodnoty funkcie f(x) na okrajoch intervalu odlisné zna-
mienko (t.j. kladna hodnota na I'avom okraji a zaporna na pravom, alebo na-
opak). Pokial teda plati, ze

flxL)f(xc) <0, (5-99)

bude sa koren nachadzat na intervale (x{, xc), posunieme teda pre d'alSiu iteraciu
xp = Xc. V opa¢nom pripade posunieme x; = xc. (V pripade, ze f(xc) =0, je bod

xc priamo hl'adanym koreriom X* a proceduru moézeme ukoncit.)

3. Pokial dizka intervalu (x,xp), t.j.

Xp—Xxp < 20, (5—100)
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prehlasime za kone¢ny odhad koreria hodnotu

«  XptXL
x'= ———.

: (5-101)

V opacnom pripade celti procediru opakujeme, kym podmienka (5-100) nebude

splnena.

V kazdom kroku teda zmensime diZku intervalu na polovicu, takze po 1 krokoch bude

koren lokalizovany na intervale o dizke

xP—ﬁﬁJZ(b—wﬂ(%)n. (5-102)

Ak ma byt tato dizka mensia ako 26 podla rovnice (5-100), bude platit

252(b—m(1y

2
In2+In 6>In(b—-a)—nIn 2 (5-103)
In x4
n2 . -
In 2

Pocet krokov, potrebnych na dosiahnutie pozadovanej presnosti mozno pri danej dizke
pociato¢ného intervalu b —a vopred stanovit pomocou vztahu (5-103). Na spresnenie
odhadu o jeden rad pripada teda In(10)/In(2) = 3,32 iteracii, pricom rychlost konver-

gencie bisekcie nezavisi od charakteru funkcie f(x).

a) Riesenie Prikladu 5.1 1uvodna cast rieSenia, dana rovnicami (5-38) az (5-46) je
uvedena v ramci riesenia Prikadu 5.1. Rovnica (5-35) je v nasom pripade urcena vzta-

hom (5-46), t.j.

(28)?
K, = = ) 5-104
p= Q&) (nga —&)(nop — &) ( )
takze budeme hl'adat koren rovnice
2 2
f(&)=Q(&)-K;, = (2¢) -K,=0 (5-105)

(noa —&)(ngg—&) P
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s hodnotami parametrov nps = 1,0263 mol, ngg = 0,5131 mol (5-42) a K, = 5 (zadanie
Prikladu5.1). Interval pripustnych hodnoét rozsahu reakcie (t.j. takych, pre ktoré sa
latkové mnozstva vSetkych komponentov reakcie kladné) ziskame pomocou vztahu

(5-34), v nasom pripade teda

& € (0 mol, 0,5131 mol). (5-106)

V okrajovych bodoch Q(&) nezodpoveda Ziadnemu fyzikdlne moZznému stavu, preto
okraje sledovaného intervalu posunieme o €, ktoré je vZzdy mozné zvolit dostatocne
malé na to, aby nam koren z intervalu (&,,;, + €, &ax — €) »nevypadol“. V nasom pri-
pade sme zvolili posun € = 0,01. O tom, ¢i je posun € adekvatny a korern je stale se-
parovany aj na zmensenom intervale, sa presved¢ime tak, Ze v nultej iterdcii (t.j. na
zadiatku proceddry) ma f(&;) opa¢né znamienko ako f(&p). S presnostou 107% sme
ziskali koren & = 0,3588 mol, ¢o je identické rieSenie s tym, ktoré sme ziskali pri rie-
Seni Prikladu 5.1.

Tabul'ka 10: Najdenie koreria nelinearnej rovnice (5-105) metédou bisekcie s pociatocnym

intervalom (5-106) s posunom okrajov o € = 0,01. Rozsahy reakcie su v moloch a f(&) su
bezrozmerné.

i & e e &-& f(&)  f(éo) f(&p)
0 0,0100 0,2566 0,5031 0,4931 -4,9992 -3,6668 188,5089
1 0,2566 10,3798 0,5031 0,2466 -3,6668 1,6977 188,5089
2 0,2566 0,3182 0,3798 10,1233 -3,6668 -2,0658 1,6977
3 0,3182 0,3490 10,3798 0,0616 -2,0658 -0,6161 1,6977
4 0,3490 0,3644 10,3798 10,0308 -0,6161 0,3977 1,6977
5 0,3490 0,3567 0,3644 10,0154 -0,6161 -0,1395 0,3977
6 0,3567 0,3606 0,3644 10,0077 -0,1395 0,1209 0,3977
7 0,3567 0,3586 0,3606 0,0039 -0,1395 -0,0113 0,1209
8 0,3586 0,3596 0,3606 0,0019 -0,0113 0,0543 0,1209
9 0,3586 0,3591 0,3596 0,0010 -0,0113 0,0214 0,0543
10 0,3586 10,3589 0,3591 0,0005 -0,0113 0,0050 0,0214
11 0,3586 10,3588 0,3589 0,0002 -0,0113 -0,0031 0,0050
12 0,3588 10,3588 0,3589 10,0001 -0,0031 0,0009 0,0050
13 0,3588 10,3588 0,3588 0,0001 -0,0031 -0,0011 0,0009
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b) RieSenie Prikladu 5.2b Aj v tomto pripade prevezmeme tivodnu cast riesenia, t.j.
vztahy (5-50) az (5-52) a (5-58) az (5-60) z rieSenia Prikladu 5.2b, pricom rovnicu

(5-35) reprezentuje vztah (5-60), teda

(nop + &)(nga +nop)p°

K, = = 5-107
p=0QL) (noa —2&)?po ( )

a nasou ulohou je najst korern rovnice
(E)= Q) K, = (nop + &) (104 + nop)p° K, (5-108)

(noa —2&)%po

s hodnotami parametrov ngs = 1,00 mol, nyg = 0,25 mol, p° = 101325 Pa, py = 50000 Pa
a K, = 5. Interval pripustnych hodnot rozsahu reakcie v zmysle vztahu (5-34) je v
tomto pripade

& €(-0,25 mol, 0,50 mol). (5-109)

Riesenie pomocou metddy bisekcie s presnostou 10~* mol prinasame v Tabulke 11.
Vidime, Ze vysledok je opat v uplnej zhode s vysledkom ziskanym pri rieSeni Prikladu
5.2b.

Tabul'ka 11: Najdenie korenia nelinearnej rovnice (5-108) metodou bisekcie s pociatocnym

intervalom (5-109) s posunom okrajov o € = 0,01. Rozsahy reakcie su v jednotkach mol, f (&)
su bezrozmerné.

i &L éc & &-& f(&) f(&c) f(ép)
0 -0,2400 0,1250 0,4900 0,7300 -4,9884 -3,3113 4681,2813
1 0,1250 10,3075 10,4900 0,3650 -3,3113 4,5275 4681,2813
2 01250 0,2163 0,3075 0,1825 -3,3113 -1,3327 4,5275
3 02163 0,2619 0,3075 0,0913 -1,3327 0,7168 4,5275
4 0,2163 0,2391 0,2619 0,0456 -1,3327 -0,4513 0,7168
5 0,2391 0,2505 0,2619 0,0228 -0,4513 0,0901 0,7168
6 0,2391 10,2448 0,2505 0,0114 -0,4513 -0,1903 0,0901
7 0,2448 0,2476 0,2505 10,0057 -0,1903 -0,0527 0,0901
8 0,2476 10,2490 10,2505 10,0029 -0,0527 0,0181 0,0901
9 0,2476 0,2483 10,2490 0,0014 -0,0527 -0,0175 0,0181
10 0,2483 10,2487 10,2490 0,0007 -0,0175 0,0003 0,0181
11 0,2483 0,2485 10,2487 10,0004 -0,0175 -0,0086 0,0003
12 0,2485 10,2486 10,2487 0,0002 -0,0086 -0,0042 0,0003
13 0,2486 0,2486 0,2487 0,0001 -0,0042 -0,0020 0,0003
14 0,2486 0,2487 10,2487 0,0000 -0,0020 -0,0008 0,0003
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c) Riesenie Prikladu 5.3. Aj v trefom pripade pouzijeme tvodnu Cast rieSenia Pri-
kadu 5.3, reprezentovant rovnicami (5-71) az (5-75). Reak¢ény kvocient (5-35) je de-

finovany vztahom (5-60)

(1o + 5)2(”0,tot - 25)2(170)2

K= Q) = =2

(5-110)

takZe nelinearna rovnica, ktorej korent budeme hl'adat, ma v tomto pripade tvar

£6) = () K, = M0 Mo 226707

(ng—2&)%(ng — &)2p? P

(5-111)

s hodnotami parametrov 1y = 1,9955 mol, ng ot = 9,9776 mol, p® = 101325 Pa, p =
202650 Paa K, = 10. V zmysle rovnice (5-34) sa bude jej koreri nachadzat na intervale
& € (-1,9955 mol, 0,9977 mol). RieSenie bisekciou s presnostou 1074 mol je uvedené

v Tabulke 12. K rovnakému rieseniu sme dospeli aj v Priklade 5.3 zhrnutému v Ta-

bulke 9.
Tabul'ka 12: Najdenie koreria nelinearnej rovnice (5-111) metdédou bisekcie na intervale & €

(-1,9955, 0,9977) s posunom okrajov o € = 0,01. Rozsahy reakcie st v jednotkach mol, f (&) su
bezrozmerné.

i &L éc e &L-&  f(&) f(&c) f(&p)
0 -1,9855 -0,4989 10,9877 12,9732 -10,000 -8,7901 347192,4
1 -0,4989 0,2444 10,9877 1,4866 -8,7901 6,2235 347192,4
2 -0,4989 -0,1273 10,2444 0,7433 -8,7901 -5,9952 6,2235
3 -0,1273 0,0586 10,2444 10,3717 -5,9952 -2,2520 6,2235
4 0,0586 0,1515 10,2444 0,1858 -2,2520 11,0731 6,2235
5 0,0586 0,1050 0,1515 0,0929 -2,2520 -0,7628 1,0731
6 0,1050 0,1283 0,1515 0,0465 -0,7628 00,1062 1,0731
7 0,1050 0,1166 0,1283 0,0232 -0,7628 -0,3398 0,1062
8§ 10,1166 0,1225 0,1283 0,0116 -0,3398 -0,1197 0,1062
9 0,1225 0,1254 0,1283 10,0058 -0,1197 -0,0075 0,1062
10 0,1254 0,1268 0,1283 0,0029 -0,0075 0,0492 0,1062
11 0,1254 0,1261 10,1268 0,0015 -0,0075 0,0208 0,0492
12 0,1254 0,1257 0,1261 0,0007 -0,0075 0,0066 0,0208
13  0,1254 0,1255 0,1257 0,0004 -0,0075 -0,0004 0,0066
14 0,1255 0,1256 0,1257 0,0002 -0,0004 0,0031 0,0066
15 0,1255 0,1256 0,1256 0,0001 -0,0004 0,0013 0,0031
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Vseobecny vypodet rovnovazneho zloZenia reakcie prebiehajicej v plynnej faze.
Skusenosti, ktoré sme ziskali pri rieSeni Prikladu 5.4, ukazuja, Ze prave tento pristup
je mozné pouzit na vypocet rovnovazneho zlozenia akejkolvek reakcie prebiehajucej
v plynnej faze. Na riesSenie rovnice typu (5-36) ne intervale ur¢enom vztahom (5-60)
potrebujeme poznat pociatocné latkové mnozstva jednotlivych komponentov reakcie,
ich stechiometricke koeficienty, dalej K, a hodnoty pociato¢ného - pg ako aj Standard-
ného tlaku p°, vzhladom ku ktorému je K, definované. Vsetky tieto parametre si nam
vacsinou bud zname priamo, alebo ich mozno ziskat pomocou inych znamych para-
metrov (napr. reakény objem, teplota a pod.). Pomocou osobitného vstupného para-
metra zvolime vypocet pre izobaricky, alebo izochoricky dej. Z numerického hl'adiska
je potrebné urcit iba pozadovanu presnost rieSenia. Prislusny program v jazyku For-
tran 90 prinasame vo vypise 7. V jeho zahlavi je aj strukttara vstupného suboru vratane

popisu parametrov.

Vypis 7: Program GassEq na vypocet rovnovazneho zloZenia I'ubovolnej reakcie prebiehajucej
v plynnej faze v jazyku Fortran 90.

program GassEq

c
c vypocet rovnovazneho zlozenia reakcie v plynnom stave
c
C vstup :
c Ncomp - pocet zloziek reakcie
c n0_i - pociatocne latkove mnozstva vsetkych zloziek v riadku
c ni_i - stechiometricke koeficienty vsetkych zloziek v riadku
c (pre reaktanty zaporne, pre produkty kladne)
c Kp,p0, pst — hodnoty Kp, pociatocneho tlaku a standardneho tlak
c acc  — pozadovana presnost stanovenia rozsahu reakcie
c key - kluc, urcujucu charakter reakcie
c 1 - izobaricka
c 0 — izochoricka
c
implicit none
integer Ncmax
parameter (Ncmax=10)
real+8 n0(1:Ncmax)
integer ni(1:ncmax)
integer Ncomp, key
real+8 Kp,p0, pst,acc
c

integer i ,SumaNNi
real+8 ximin,ximax,ximid,b Fmin, Fmax,Fmid,nOtot, ntot

116

u



c2

c3

90

nacitanie vstupu

read (x,*) Ncomp

read (x,x) (n0(i),i=1,Ncomp)
read (% ,*) (ni(i),i=1,Ncomp)
read (x,x) Kp,pO, pst

read (*,*) acc

read (x,x) key

stanovenie hranic rozsahu reakcie
n0tot=0.0d0
do i=1,Ncomp
n0tot=n0tot+n0(i)
end do
ximax=n0tot
ximin=—n0tot
do i=1,Ncomp
if (ni(i).gt.0) then
produkty
if (ximin.lt.(-n0(i)/ni(i))) then
ximin=-n0(i)/ni(i)
end if
else if (ni(i).1t.0) then
reaktanty
if (ximax.gt.(-nO(i)/ni(i))) then
ximax=-n0(i)/ni(1i)
end if
end if
end do

hladanie korena polenim intervalu
ximax=ximax—-acc/2
ximin=ximin+acc/2

call CalcF (n0,ni,ximin,Ncomp, key,Kp, p0, pst,Fmin)
call CalcF (n0,ni,ximax,Ncomp, key ,Kp, p0, pst ,Fmax)

do while ((ximax—ximin).gt.acc)
write (*,90) ximin,ximax ,Fmin, Fmax
format (2(f10.6,2x),2(f16.6,2x))
ximid=(ximin+ximax)/2

call CalcF (n0,ni,ximid,Ncomp, key ,Kp, p0, pst ,Fmid)

if (Fmin*Fmid.1t.0.0d0) then
ximax=ximid
Fmax=Fmid

else
ximin=ximid
Fmin=Fmid

end if

end do
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c4

99

100

101

102

tlac vysledkov

write (x ,%)

write (x,%) ‘o#compooni_icooon_iopoCocoo.a n_i.rovn’

SumaNi=0

ntot=0.0d0

do i=1,Ncomp
write (%,99) i,ni(i),n0(i),n0(i)+ximid=ni(i)
format (3x,i2,4x,i13,3x,2(f10.6,2x))
ntot=ntot+n0(i)+ximid*ni(i)
SumaNi=Sumani+ni (1)

end do

write (x,100) ’sum’,SumaNi,n0Otot,ntot

format (2x,a3,4x,i3,3x,2(f10.6,2x))

write (x,*)

write (x,101) ’_Rovn..rozsah.reakcie’ ,ximid, '+-’,acc

format (a21,f10.6,2x,a2,f10.6)

if (key.eq.l) then

write (x,102) ’“_Rovn..tlakeooooooonn ", pO0
else

write (x,102) ’"_Rovn..tlakeooooooonn ",pO0xntot/n0tot
end if

format (a21,f16.4)

stop
end

subroutine CalcF (nO,ni,xi,Ncomp, key ,Kp, p0, pst,F)
vypocet F

implicit none

real+8 n0(1)

integer ni(1)

real+8 xi ,Kp,pO, pst,F
integer Ncomp, key

real+«8 Kn,ntot,nOtot
integer i ,SumaNi

if (key.eq.1) then
izobaricka reakcia
Kn=1.0d0
SumaNi=0
ntot=0.0d0
do i=1,Ncomp
Kn=Knx(n0(i)+ni(i)*xi)**(ni(i))
SumaNi=Sumani+ni (i)
ntot=ntot+(n0(i)+ni(i)x*xi)
end do
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F=Knx*(pO0/(pst*ntot))=xSumaNi - Kp

C
else
C izochoricka reakcia
Kn=1.0d0
SumaNi=0
n0tot=0.0d0

do i=1,Ncomp
Kn=Knx (n0(i)+ni(i
SumaNi=Sumani+ni (
n0tot=n0tot+n0(1i)
end do
F=Knx(p0/(pst+*n0Otot))*+SumaNi — Kp

xi)sx(ni(i))

)+
i)

end if
return
end

Na ilustraciu pouzitia programu GassEq prindSame na zaver vo vypisoch 8 a 9

ukazky vstupného stuboru a vysledkovej ¢asti vystupu z programu pre Priklad 5.3.

Vypis 8: Vstupny subor do program GassEq pre zadanie z Prikladu 5.3 s ciastocnymi komen-
tarmi (za znakom !)

5 I pocet zloziek reakcie
1.9955, 1.9955, 1.9955, 1.9955, 1.9955 I poc. latkove mnozstva
-2 , —1 , —1 , 1 , 1 I stech. koeficienty

10 , 202650, 101325 ! Kp, p0, standardny tlak
0.0001 I presnost

1 ' 1 — izobaricka reakcia

Vypis 9: Vystupny subor do program GassEq pre zadanie z Prikladu 5.3 s ¢iasto¢nymi komen-
tarmi (za znakom !)

ffcomp ni_i n_i poc n_i rovn
1 -2 1.995500 1.744216 ! zlozka 1 — A
2 -1 1.995500 1.869858 ! zlozka 2 - B
3 -1 1.995500 1.869858 ! zlozka 3 - C
4 1 1.995500 2.121142 ! zlozka 4 — P
5 1 1.995500 2.121142 ! zlozka 5 — Q

sum -2 9.977500 9.726216

Rovn. rozsah reakcie 0.125642 +- 0.000100

Rovn. tlak

202650.0000

119




Priklad 5.5

Najrozsirenejsim postupom pre kvantifikaciu interakcii typu hostitel -host (host-quest)
v supramolekulovej chémii je metdda titracie hostitel'ského (host; H) roztoku rozto-
kom sledovaného analytu (guest; G) za sti¢asného monitorovania zmien niektorej fy-
zikalnej vlastnosti hostitel'skej molekuly (pripadne vznikajaceho supramolekulového

komplexu) pomocou NMR, UV-Vis, fluorescencie alebo inych technik.

e O

@]
S OH r O K&O
@N/ 5 Ny Nl
)® © _O>/”OH )O 0
A B A,

)34 )35

Obr. 17: Priklad struktury molekuly kolorimetrického (vIavo)~* a fluorescen¢ného (vpravo

senzoru H pre vapenaté iony.

V tabulke 13 st uvedené hodnoty zmeny absorbancie kolorimetrického/fluores-
cencného senzoru H pre vapenaté idny (analyt) pocas supramolekulovej titracie roz-
toku senzoru (o koncentracii 1x10™* mol-dm~3) roztokom obsahujticim vapenaté kati-
ony (obrazok 17; absorpcia roztoku bola merana v jednotkovej kyvete). Celkovy prie-

beh zmeny absorbancie je zobrazeny na obrazku 18. Vypocitajte hodnotu konstanty
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stability Kg vznikajuceho 1:1 komplexu senzor:analyt (HG) ako parametru udavaja-
ceho silu interakcie medzi senzorom a analytom a stcasne parametru dolezitého pre
posudenie selektivity senzoru (aktivitné koeficienty latok v roztoku povazujte za jed-
notkové).

Tabul'ka 13: Zmena absorbancie roztoku senzoru H ([H]y=1 x10~* mol dm~3) pocas supramo-

lekulovej titracie roztokom analytu G (v tomto pripade Ca®"). [G] je pociato¢na koncentracia
Ca®* ako analytu.

Koncentracia [G]y Absorbancia pri 520 nm

[mol dm~3]

0 0,038
1x107° 0,072
2x107° 0,169
3x107° 0,264
4%x107° 0,367
5x107° 0,482
6x107° 0,557
7x107° 0,622
8x107° 0,694
9%x107° 0,764
1x107% 0,830
2x1074 1,138
3x107% 1,290
4x107°% 1,329
5x1074 1,348
1x1073 1,355

Riesenie

Uvazujme konstantu stability Kg vznikajuceho host-guest 1:1 komplexu senzor:analyt

(HG)

_ [HG]
Ks = G (5-112)

OkamZzité koncentracie senzoru a analytu pocas titracie su dané nasledovnymi vztahmi

[H] = [H], - [HG] (5-113)

[G] =[G, - [HG] (5-114)
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Obr. 18: Priebeh zmeny absorbancie roztoku senzoru H pocas supramolekulovej titracie.

kde [H]j a [G]y st pociatocné

koncentracie senzoru a analytu.

Po dosadeni oboch vyrazov do vyssie uvedenej rovnice asocia¢nej konstanty a drob-

nych matematickych tpravac

Kg =

h

[HG]
([H]p - [HG])([G], - [HG])

[HG]

Ko =
° " [H],

Ks ([H]y[G], - [HG][G], - [HG][H], + [HG]?) = [HG]

dostavame kvadratick(i rovni

Ks[HG]? - (K [G]p + Ks[H]y + 1) [HG] + K¢ [H], [G]; =0

Ks[HG]? — K ([G]o + [H]y + Kis) [HG] + Ks [H]y [G], = 0

[HG]Z—(

[G], - [HG][G], - [HG][H], + [HG]?

cu v tvare ax? + bx +c:

(Gly+ 1l + G+ 11 [G ]y =
S

(5-115)

(5-116)

(5-117)

(5-118)

(5-119)

(5-120)

kdea=1;b= —([G]O +[H], + KLS)' ¢ = [H],[G]y, ktorej jeden z koreriov je vztah vyjad-
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rujuci okamzita koncentraciu [HG] vznikajiceho komplexu senzor:analyt

2
[HG] = ([G]O+[H]0+Kis)—\/([G]O+[H]O+Kis) —-4[H],[G], (5-121)

kde konstanta Kg vystupuje ako jedina neznama.
V nasom pripade nemame dant priamo zmenu koncentracie vznikajiceho kom-
plexu HG, ale zmenu absorbancie roztoku senzoru pri 520 nm, ktora mozno podla

Lambertovho-Beerovho zakona vyjadrit ako
AA = A-Ay = A [HG]1 (5-122)

kde Ae je zmena molarneho absorpéného (extinkéného) koeficientu roztoku, I je dizka
kyvety (optickd draha) a A je pociatocna absorbancia roztoku.

Pretoze absorpcia roztoku bola merana v jednotkovej kyvete (I = 1 cm) a analyt
(Ca®*) neabsorbuje pri 520 nm, absorbanciu roztoku pri tejto vinovej dizke pocas sup-
ramolekulovej titracie je mozné vyjadrit ako

Alim - AO

A:A0+AA:A0+A€[HG]:AO+(€HG—€H)[HG]:A0+( [H]
0

)[HG] (5-123)

kde Ajin, je absorbancia roztoku pri extrémnom nadbytku analytu (G = Ca?").
Po dosadeni hodnoty [HG] z riesenia kvadratickej rovnice do predchadzajuceho
vyrazu dostavame vysledny vztah pre absorbanciu roztoku pocas supramolekulove;

titracie pri vzniku 1:1 komplexu senzor:analyt

A — A
A:A0+ lim 0

T (5-124)

H ! G H ! ’ 4[H]|, |G
([Glo+[ 10+K—S)— ([ . 1O+K—S) _4[H], (Gl

Hodnotu konstanty stability Kg je preto mozné ziskat nelinedrnym fitovanim tejto
zavislosti ako jeden z dvoch neznamych parametrov (Kg a Ajjy, ), ktoré chceme z expe-
rimentalnych dat stanovit (hodnoty Ay a [H], vystupuja v uvedenej zavislosti ako kon-

Stanty).
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Poznamka 1

Pociato¢nd strmost smernice zdvislosti A = f([Gg)) pre komplexy 1:1 je zodpovednd za hod-
notu Kg a s nim spojenii selektivitu senzora. Avsak smernica tejto zdvislosti nerastie s dalsim
ndrastom Kg nad hodnotu logKg > 5 (obrdzok 19 nizsie). Preto hodnoty Kg > 10° nie je mozné

precizne stanovit pomocou UV-Vis spektroskopie.

105
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0.000

Obr. 19: Funkcna zavislost A = f([Gy]) pre komplexy 1:1 pre priklad s hodnotami Ay, =
1.5a[H]yp=1x10"* mol dm3.

Poznamka 2

Aj ked sa v literatiire este stdle mozno stretmiif s mnoZstvom prikladov zjednodusenia/trans-
formdcie predchddzajiicich vztahov a rovnic do linedrnych zdvislosti (y = ax + b), kde hod-
nota Kg (pripadne iného parametru) je stanovend z hodnoty smernice priamky (alebo tiseku na
osi y) linedrnej zavislosti. Medzi najznamejsie linedrne zdvislosti opisujtice tvorbu 1:1 kom-
plexu patri predovsetkym Benesiho—Hildebrandova zdvislost a v pripade enzymovej kinetiky
Lineweaverova—Burkova zdvislost. Ako vsak spravne poznamenal Pall Thordarson, pri siidasnej
vypoctovej technike nie je dovodom pouZivaf namiesto nelinedrneho fitovania zjednodusenia vo
forme linedrnych zdvislosti, ktoré sii odvodené len za urcitych nie vzdy splnenych predpokladov

(napriklad, ze [G] = [G)y) a vndsajii do vysledku zbytocnii chybovost.>® Len pre zaujimavost
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uvdadzame tvar Benesiho—Hildebrandovej rovnice

1 L
AA " 1[G]y[H]yKs  I[H],

(5-125)

kde smernica zdvislosti umoziiuje vypocitat hodnotu Kg a z tiseku na osi y je mozné vypocitat

hodnotu Ae. Tito rovnica spravne opisuje iba tvorbu slabsich komplexov do hodnoty Kg < 5 x

103,

Poznamka 3

Podobne ako v pripade kolorimetrickych senzorov, aj pre fluorescencné senzory mozno v pripade
vzniku 1:1 komplexu senzor:analyt odvodit (vel'mi podobny) vziah opisujiici ndrast (prdpadne
pokles) intenzity fluorescencie Y pocas supramolekulovej titrdcie (ak zanedbdame mozné dyna-

mické zhdsanie fluorescencie senzoru analytom) 35,36

Yiim — Yo

2
Y =Yy + ([G]O +[H], + Kis) _ \/([G]O +[H], + KLS) _4[H],[Cl,|  (5-126)

Pri fluorescenénej titrdcii je nutné pracovat pri nizkych koncentrdaciach fluorescen¢ného sen-
zoru, resp. idedlne za podmienok, aby absorbancia pri excitacnej vinovej dlzke neprekrocila
hodnotu 0,05 (v niektorych prdcach sa mozno stretniif s maximdlnou doporuéenou hodnotou

absorbancie 0,1; pri vyssich hodnotdch absorbancie uz totiz nemozno povazovat fluorescenénii

odozvu za linedrnu).3>3°

Uvedieme si teda postup pre stanovenie konstanty stability Kg z experimentalnych
dat uvedenych v tabulke 13, resp. na obrazku 18, pomocou komerc¢ne dostupnych

softvérov ako aj s pomocu vlastnych programov.

Nelinearny fit v programe Origin. Na nelinearne fitovanie rovnice 5-124 mozeme

pouzit program Origin 2017, podobne ako v priklade 4.3. Postup je nasledovny:
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1. Otvorenie softvéru a vlozenie dat

: File Edit View Plot Column Worksheet Analysis Statistics Image Tools Format Window Help

B @B S =51 1 100% - GEE == =l Z 4t 5 e ‘
| #aB C Hp Default: Arial =9 - X ox G KEE-M-A- AR L - "r) ._.i!w!m:
e
i H a
13
m
3 B(Y) ol
o Long Name
2 Units
= Comments

0] 0.03839
- 2 1E5 0.07233
£ 3 2E-5  0.16873
z 4 3E-5  0.26444
® 5 4E-5  0.36679
B 5E-5 048179
7 6E-5  0.55739
= 8 7E-5 062237
@ 9 8E-5 06939
-} 10 9E-5  0.76377
o [ 1E-4  0.82984
3 12 2E-4  1.13834
13 3E-4  1.28963
14 4E-4  1.32914
£ 15 5E-4  1.34802
16 0.001  1.35451
z <[> \sheet1 < >
2

2. Oznacenie dat a vytvorenie grafu; prepisanie nazvov osi kvoli prehl'adnosti

¢ File Edit View Graph Data Analysis Gadgets Tools Format Window Help

o
3
2
g
£l
003833 £
o 0.07233 2
= 0.16873 0
= 026444 B
= 0.38679 ]
: 0.48179 c
055738 2
= 0.62237 2
'§ 08939 §
=
& ; . . ; ~
20010 4.0x10% 6.0x10% 80x10% 1.0x107
G|
2
£l
z
E
{ =
8
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3. Oznacenie grafu a otvorenie dialogového okna pre nelinearne fitovanie

: File Edit View Graph Data wGadgms Tools Format Window Help

disH oD

B0 sabessajy

() 607 JuIH Hews

. File Edit View Gral

djsH 3D

(2) BoT sabessapy

(4) BoT JuIH ews

(1) 1oi0jdx3 o8loid I*

N W e B 4B

(1) 1210dx3 98l01g l §

B oee B+ 0 B[5]

Gy

GiEBEEED N NEH A

oo

T
&'
2
s
a
R
=
&
@

£

[

XYz Eopm as [eeral

4.

Vyber uzivatelom definovanej novej funkcie,

data fitovat

£ [ = Statistics » [=]=12 +f BZ A P al ol ™ T
| B Default: Arial Mathematics Poa- R - | — Solic - || 0 -0
Data Manipulation »
Fitting }] Linear Fit »
Book1 " . L .

— Signal Processing » Fit Linear with X Error...

=z Peaks and Baseline » Polynomial Fit...
1 Nonlinear Curve Fit: <default>... Nonlinear Curve Fit b] ‘ 1 <Last used> |
2 Nonlinear Curve Fit: <Last used>... Nonlinear Implicit Curve Fit... [ Open Dialog... Ctrl+Y 4
3 Integrate: <Last used>... Nonlinear Surface Fit... ]
4 Integrate: <default>... S @ T e ]
5 Exponential Fit: <Last used>... Simulate Surface..
6 Exponential Fit: <default>...
7 Linear Fit: <Last used> Exponential fit D ]
8 Vertical Translate S?ngle-Peak-Fit... g
9 Normalize Curves: <Last used>... Sigmoidal fit.. 1
10 Normalize Curves: <default>... Compare Datasets... ]

Compare Models...
Rank Models... \‘--ﬂ-m—-—- 7]
[
<]+ \Sheet1 < > = ) 15000 30000 45000 60000 75000
cas [s]
ERAd MEAERTE GRS S X

L

E=AET

10

ktorou budeme experimentalne

W NLFit

Dialog Theme #

Category

User Defined M

Function

v

Iteration Algorithm

Description

File Name{.FDF)

NewFunction1 (User)
Konstantastability (User)
EZizomerizacia
<h

(User)

Function is empty. Please specify it to continue

Fit Curve Residual Formula Sample Curve Messages

fA7

Function File Hints

‘ Fit H Done ” Cancel

No Preview

Invalid input found!
Please correct it to continue fitting.
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5. Premenovanie novej funkcie a zadefinovanie, Ze pojde o rovnicu

File Edit View Graj  — ~ ~ T
¥
0O B/ Bl

™
o

_ ' Defau| Dialog Theme

T E B! Fitting Function Builder - Name and Type - Konstantastability — X
S ‘ Recalculate Manual
a a . Hints
ma Setlings Code Parame P
° - - |
s + Emeiem Seleeien ; - Select or create a Category  [Jser Defined New
a - . unction Type
% Ef Data Selection Function Name Konstantastability
=+ Fitted Curves -
P Find XY Select this option if you need muttiple File Name{.FDF) ‘Konmantamab\my faf
o lines or you have more than one
2 es Advanced dependent variable Description ‘
2| Output
I | This option does not support control
2 o structures such as loops or if-else Function Model
statements. You can however use the
e ternary operator (®) Explicit O Implicit
e
E This option provides faster
(3 Ch performance than Origin C. Function Type —
@ |
E - Example1 (O Expression el
8 m- (® Equations r
o Residual Formula Sample| temp=10; O Crign ©
—— 1= A+exp( (x1-xc) ftemp™2 );
2 9 (1) Parameter Initialization 52 A+ ter?wp 162 -xc)2: o (O LabTak Script
g O External DLL-based Function
I = Example2
2 a
- [Jinclude Integration During Fitting
o 7
=y Fl B = AJ{0.6 " (sig1+sig2) " sqri{2"pi)):
ICHlls sig) = [ x=xC ? 5ig1:5ig2 ) v
a R i e % P e
@ Cancel << Back| | Next>> Finish
[}
&
PATRWaT |

6. Next — otvorenie nového dialégového okna a oznacenie zavislej a nezavislej pre-

mennej, parametrov, ktoré budeme fitovat a konstant v nasej rovnici. Zavisla

premennu predstavuje aktualna hodnota absorbancie roztoku A, nezavislou pre-

mennou je koncentracia pridaného analytu [G], (v nasom pripade Ca?*). Pa-

rametre sme si oznacili ako Ay, a Kg. KonStanty A, a [H], reprezentuja po-

¢iatoént hodnotu absorbancie roztoku pri nulovej koncentracii analytu (A, =

0,038) a koncentraciu senzoru (v nasom pripade [H], =1 x 107%).

128



: File Edit View Gra

dieH oD

Ee D\ N@E o -

Bo sebessaj

(1) 607 JuIH pews

: Fil

dieH ¥21nD (1) 18101dx3 j08lo1g l*

B O N ~HB A -

(g) 6o sebesss|y

() Bo JuiH pews

(1) Jauodx3 yasloid I -

Dialog Theme  *

NLFit (Konstantastability (User))

Recaloulate

Manual

Seftings Code Parame

Function Selection
Data Selection

Residual Formula Sample

(1) Parameter Initialization

8 Fitting Function Builder - Variables and Parameters - Konstantastability -

Hints

Enter names of variables, parameters. A

derived parameters and constants in
the edit boxes. Separate multiple
Names using cormma

Example

*1.x2

Detived Parameters

Derived parameters are additional
parameters to be computed from the
function parameter values after the
fitting process ends

Constants

Constants are fixed values that can be
used either in the function expression
or in parameter inftialization code

Independent Variables @ |

Dependent Variables ‘A |

Parameters ‘A“m«KS |
Detived Parameters ‘ |
Constants ‘AO'HO |

[ Peak Function

Cancel << Back| | Next>>

7. Next — otvorenie nového dialégového okna, zadanie pociatocnych hodnoét para-

metrov a napisanie rovnice do tvaru A = f([G])

e Edit View Gral

T Defaul

Y NLFit (Konstantastability

Dialog Theme *

(User))

Recalculate

Manual

Settings Code Parame
Function Selection

Data Selection

Fitted Curves
Find X7y
Advanced

Output

Residual Formula Sample|

(1) Paramster Initialization

Hints

Parameters Tab

Values entered in “Initial Value" column
will be used as initial parameter values
when fitting

Check the "Fixed" check box if a
particular parameter should not be
varied during fiting. You can control
his later in the Nonlinear Fitter dialog
as well

Optionally enter "Unit" for parameters

Function Body

Enter the function definition. including
independent and dependent variables.
inthe "Function Body" edit box

The expression to calculate dependent
variables should be an explicit equation

ing Function Builder - Multiple Equations - Konstantastability —

Parameters Constanits

Param ‘ Unit ‘ Meaning ‘Fixed‘ Iniial Value | Significant Digits
Alim 7 O 1
Ks

System
System

Function Body (Dependent Variables : A)

A=A0+ ( (Alim-A0) / (2*HO)) * (HO+GO+1/Ks— ( (HO+G0+1/Ks) “2-4*H0*GO

<
Quick Check

| |

Cancel << Back| | Next>>
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: File Edit View Gra

dieH yoind (1) 42101dx3 yealoid

(g) Bo sabessapy

: File Edit View Gra

(1) 1810]dx3 ya8[01d

disH oD

B0 sabessajy

(g) 6o JuIH pews

() Bo JuIH pews

£ G e B4 0 R

8. V tom istom dialégovom okne treba este prepntt horna listu na konstanty (Cons-

tants) a zadefinovat ich ciselné hodnoty. Symbolom bezca v dolnej ¢asti obra-

zovky si mozno skontrolovat, ¢i dana rovnica poskytuje ¢iselni hodnotu alebo

vypisuje chybu (v tom pripade byva vac¢sinou chyba v zle zapisanej rovnici)

Dialog Theme =

I NLFit (Konstantastability (User))

Recalculate

Manual

Seftings Code Parame

Function Selection
Data Selection
Fitted Curves

Find XfY
Advanced

Output

Residual Formula Sample]

(1) Parameter Initialization

Hints

Constants Tab

Constants are fixed values that can be
used either in the function expression

or in parameter initialization code. The
"Value" column should not be empty if
you have defined a constant.

Function Body

Enter the function definition. including
independent and dependent variables,
in the "Function Body" edit box

The expression to calculate dependent
variables should be an explicit equation

Use multiple lines if necessary. You can
define ternporary variables. No control
structures such loops or if-else
statements are allowed. You can
however use the ternary operator,

itting Function Builder - Multiple Equations - Konstantastability

Parameters Constants

Name | Valus

Function Body (Dependent Variables : A)

<

[A=A0+ ( (A1im-A0) / (2*HO)) * (H0+GO+1/Ks— ( (HO+GO+1/Ks) ~2-4*H0* GO

Quick Check

ﬁ ‘A =051898797500002

Cancel

<<Back| | Next>>

9. Next — v nasledujucom dialégovom okne ponechame nastavenia programu

Dialog Theme  *

I NLFit (Konstantastability (User))

Recalculate

Manual

Seflings Code Parame

Function Selection
Data Selection
Fitted Curves
Find XY
Advanced
Output

Residual Formula Sample|

(1) Paramster Initialization
(2) Parameter Initialization

Hints

Optionally define code to be run to ~
compute initial values for fiting function
parameters.

Initiglization Code

If you provide initialization code in this
edit box, and the "Always run. " check
boxis checked. values generated by
your code will replace the stafic initial
values you eritered in the "Variables
and Parameters” page

The parameter inftialization values can
be computed by examining the raw
data. Many global functions are
available in Origin C to analyze the raw
data. Please refer to the "Regression
and Curve Fitting" chapter of the Origin
Help File for maore inforrmation:

Always run Initialization Code

- v

ing Function Builder - Parameter Initialization Code - Konstantastability

(®) Use Yariable or Metadata

[V] Abways run Initialization Code before Fitting

DAHOW Initializing Fixed Parameters

Param

Alim
Ks

Cancel

<< Back | Next==
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10. Next — v nasledujucom dialégovom okne moZeme zadat interval hodnoét fitova-

: File Edit View Gra

nych parametrov (v pripade komplikovanych rovnic moze toto nastavenie byt

kl'acové pre tspesné fitovanie, pretoze najma starsie verzie softvéru Origin maja

pri nelinearnom fite nastaveny obmedzeny pocet iteracii, napriklad 500 a nemu-

selo by tak dojst ku dostato¢nému konvergovaniu).

I NLFit (Konstantastability (User)

Dialog Theme *

Recalculate Manual

Hints

Function Selection bounds for each parameter
Data Selection Note that you can also specify these
Fitted Curves values in the Nonlinear fitter dialog
Find XY during the fitting session

Advanced

Output

<or<=

Double click the cells in the operator
column (< or <=) to choose a proper
operator. Then enter the lower or upper
bound values in the respective edit
boxes

Residual Formula Sample| Use General Linear Constraints

(1) Parameter Initialization _

(2) Parameter Initialization Check this check box if you wish to
specify linear constraints on
parameters. Separate multiple lines by
semicolon

Exarmple: v

Seftings Code Parame Optionally specify lower andjor upper A

I Fitting Function Builder - Bounds and General Linear Constraints - Konstantastability -

Bounds

Lower Bounds ‘ <or <= ‘ Param ‘ <or <= ‘ Upper Bounds

1 <= Alim <=
1 <= Ks <= 1E6

D Use General Linear Constraints

General Linear Constraints

Cancel << Back | Next>>

11. Next — pokracujeme az po otvorenie dialégového okna s aktivnym tlacidlom Fi-

nish a klikneme na toto tlacidlo. Zobrazi sa nam povodné dialégové okno z kroku

4). Vysledny fit aj s parametrami fitovania dostavame kliknutim na Fit.
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{ File Edit View Graph Data Analysis Gadgets Tools Format Window Help

BBk cfEER aEER B4 00% - & 28 AERa B zswi 4 il ul o 732_» Yzlagcmsas e ¢ » 50
.

ol o v 0 B A A 28 L b — i | : | FOTITTT YRt
3 [&] .
(<] e
T"_!,: & Buuk1 -
L,E &
g |+ Long Name
Al Units
= ¢ Comments

o 0.03839

+ 0.07233 Model Konstantastability (User)
‘53- 1 0.16873 A=AQ+((Alim-A0)/(2*H0))*(HO+G0+1/
= 0.26444 Equation Ks-((HO+G0+1/Ks)* 2-4*H0*G0)"0.5)
é 0.36679

Plot B

Alim 1.46673 £ 0.03244
062237 Ks 25184.91491 £ 3046.68716
06939 Reduced Chi-Sar 0.00147

0.76377 R-Square(COD) 0.99375

0.82984 Adj. R-Square 0.9933

1.13834 T T T T T T
1.28963 00  20x10% 40x10% 60x10% 80x10% 1.0x10°
1.32914
5E-4  1.34802 [Glo
0001 135451

> Sheen[FnNLﬂ FitN]| < >\F

0.48179
0.55739

o
o
|

Absorbancia pri 520 nm

() Bo sebessapy

L @EEDEeED N N8 A

() 607 JuiH pews

ey nagedxssv -

Hodnota parametru Kg, teda nami hI'adanej konstanty stability je (2,5 + 0,3) x 10%
(koeficient determinécie R? = 0,9933). Konstanta stability je podobne ako vietky rov-
novazne kon$tanty bezrozmernou veli¢inou, pretoze je definovana ako pomer akti-
vit, ktoré st na rozdiel od koncentracie bezrozmernymi veli¢cinami. V zadani prikladu
vsak bolo uvedené, aby sme predpokladali jednotkové aktivitné koeficienty a samotna
aktivity bolo preto mozné nahradit koncentraciami ztcastnenych latok. Hodnota dru-
hého hl'adaného parametru Ay, je 1,47 +0,03.

Podrobnejsie tdaje o Statistike nelinearneho fitu mozno najst po kliknuti na za-
lozku FitNL1 v dolnej liste Tavého dialé6gového okna s tabul'kou s experimentalnymi
datami. Rovnicu mozno pouzivat opakovane a v pripade, ze chcete pozmenit tdaje
zadavané do dialégovych okien (ako napriklad hodnoty konstant, interval paramet-
rov), treba sa dostat do dial6gového okna kroku 4) a kliknait na ikonku pre editovanie

funkcie
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: File Edit View Gra|
DERBRYD 8] NLFit (Konstantastability (User)) -

| 4 23 1 Hp Defay| Dialog Theme  +

o =

3. (k] Recalculate Manual ~

2 a

m|g Sefings Code Parameters Bounds

B

e |+ Function Selection

§ m- . . Category Usger Defined v

3 b Function Konstantastability (User) o
N New | Add || Search

O |3 ; i

E (3 Iteration Algorithm  Levenberg Marquardt e

% Description

T

File Name( FDF)  CiUsersiMarekiOneDrive\Dokumenty\CriginLab\201 AiUser FilesifitunciKonstantastability.fdf

fi}-|fgu|@|h‘| ! H'J| §)|§')|f|.i‘,,‘=’f,,| E’ e | &)

Edit Fitting Function

Residual Formula Sample Curve Messages Function File

(2) Bo) sebessapy
Y LT RSEE

(1) Parameter Initialization was called.

(5) 6o juiH yews

B & @=71 8Ol

Nelinearny fit v programe Gnuplot. Pouzitie program Gnuplotu na linedrnu regre-
siu sme predstavili v Priklade 3.2 a pouzili sme ho aj na nelinearnu regresiu v Pri-
klade 4.3. Pre tplnost budeme jeho pouzitie ilustrovat aj na tomto priklade, kde ide o
kombinovany linedrno-nelinearny fit rovnice (5-124). Postup je analogicky ako v Pri-
klade 4.3, teda definovanie premennej [G], a funk¢nej zavislosti A([G]y), nastavenie
hodnot konstant Ay a [H]j ako aj Startovacich odhadov hodnoét volnych parametrov
Ajim 2 Kg a napokon spustenie fitu. Ako sme uz uviedli v Priklade 4.3, vhodna vol'ba
Startovacich parametrov pre uspech nelinearnej regresie kI'icova. Na zaklade zadania
prikladu a grafu 18 volime odhady Aj;;,, = 1,5 a Kg = 10000. Ako sa mdzeme presvedcit
vo vypise 10, fit skonverguje s tymto odhadom vel'mi hladko. Ak by sme nedefinovali
odhad startovacich parametrov sami, program by ich automaticky polozil rovné 1 a fit

by s najvacsou pravdepodobnostou zlyhal.

Vypis 10: blabla

$ gnuplot

GNUPLOT
Version 5.2 patchlevel 8 last modified 2019-12-01
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Copyright (C) 1986-1993, 1998, 2004, 2007-2019
Thomas Williams, Colin Kelley and many others

gnuplot home:
faq, bugs, etc:

http://www. gnuplot.info
type "help._FAQ"

immediate help: type "help" (plot window: hit 'h’)

Terminal type is now ’qt’

gnuplot> set dummy GO

gnuplot> A(G0)=A0+((Alim—-A0)/(2%HO0))

+ (HO+G0+1/Ks—sqrt ((HO+G0+1/Ks)*x2 —4+H0+G0) )

gnuplot> A0=0.038

gnuplot> H0=0.0001

gnuplot> Alim=1.5

gnuplot> Ks=10000

gnuplot> fit A(GO) ’data’ via Alim,Ks

iter chisq delta/lim lambda Alim Ks
0 3.60575941e-01 0.00e+00 5.15e-01 1.50000e+00 1.00000e+04
1 7.40563398e-02 -3.87e+05 5.15e-02 1.62939e+00 1.32375e+04
2 4.78089619e-02 -5.49e+04 5.15e-03 1.43933e+00 2.11076e+04
3 2.07081777e-02 -1.31e+05 5.15e-04 1.46432e+00  2.49934e+04
4 2.06117738e-02 -4.68e+02 5.15e-05 1.46697e+00  2.51665e+04
5 2.06117716e-02 -1.04e-02 5.15e-06 1.46701e+00  2.51625e+04

iter chisq delta/lim lambda Alim Ks

After 5 iterations the fit converged.

final sum of squares of residuals 0.0206118

rel. change during last iteration -1.04438e-07

degrees of freedom (FIT_NDF) : 14

rms of residuals
variance of residuals

0.0383702
0.00147227

(FIT_STDFIT) = sqrt(WSSR/ndf)
(reduced chisquare) = WSSR/ndf

Final set of parameters Asymptotic Standard Error

Alim
Ks

1.46701
25162.5

+/— 0.03249
+/— 3039

(2.215%)
(12.08%)

correlation matrix of the fit parameters:

Alim Ks
Alim 1.000
Ks -0.853 1.000

gnuplot> plot A(GO), ’data’

Na zaver fitu program vypiSe hodnoty finalnych parametrov spolu s ich standard-

nymi chybami a ich vzajomnou korelaciou. Prikazom plot uvedenym na konci vy-

134




pisu 10 ziskame vysledny graf na obrazku 20. Vidime, Ze vysledok sa ¢iselne aj gra-

ficky zhoduje s vysledkom ziskanym v programe Origin.

1.6 T T T

A(GO)
'data’ X

0 1 1 1 1
0 0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.001

Obr. 20: Blabla.

Nelinearny fit pomocou programov v jazyku Fortran90 s vyuzitim réznych nume-
rickych metod. Na tomto priklade si detailnejsie predstavime viacero moznosti nu-
merického rieSenia nelinearneho problému, ktory predstavuje rovnica (5-124), aby
sme tak lepsie ilustrovali koncepty jednotlivych bezne pouzivanych metdd a porovnali
ich vzajomné prednosti a slabiny. Pre vyssiu prehl'adnost nasledujucej ¢asti zavedieme

zjednoduSené oznacenie jednotlivych parametrov

vi=4A, &=[Gly, h=[H]y, a=Ay [I=Aim k=Ko (5-127)

V tomto zjednodusenom oznaceni modzeme modelovu funkciu (5-124) pisat v tvare

l—a 1 1\2
ﬂkhgmw:a+7ﬁ—&+h+%— (&+h+E)_M%i

_l-a
-~ 2h

(5-128)
(04 2 —eith),
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kde

0:(k) = \/(gi thet %)2 _4hg, (5-129)

pricom tento zapis symbolizuje, Ze modelova funkcia y(k, [, gi)5, je pre kazdé g; fun-
kciou premennych k a [, pri fixnej hodnote veli¢in / a a ako parametrov. Budeme teda

minimalizovat funkciu

St 1)=) (vi-plklgna)’

i

2
- Z(w—(wl;—h”(gi+h+%—pi<k>)))

1

(5-130)

premennych k a I. Ako vidno, v tomto pripade je funkcia (5-128) linearna v [/, avsak
nelinearna v k. Jej minimum sa nam preto nepodari najst iba aplikaciou multiparamet-
rovej linedrnej regresie, bude potrebné pouzit o nieco zlozitejsi postup.

Uvazujme nasledovne: Ak by sme fixovali hodnotu nelinearnej premennej k (t.j. z
premennej k by sme urobili d'alsi parameter), tloha sa meni na minimalizaciu funkcie
jedinej linearnej premennej /. Zavedieme preto pomocnu funkciu g(g;) , (alebo len
skratene gq;)

gi+h+ 1 —pi(k)
qi = 4(8i)kn = = 2121 —. (5-131)

Keze k a h v nej vystupuju ako parametre, jej hodnotu vieme pre kazdé g; explicitne
vycislit. Modelovu funkciu (5-128) mézZeme s vyuzitim q(g;)x, vyjadrit pomocou li-

nearneho vyrazu

v(k L 8i)na = 19(8i)kn +a(l = q(gi)kn) = 19 + a(l — q;), (5-132)
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takze rovnica (5-130) nadobuda tvar

Se=) (vi—llgi=al-q:)])’

i

=) (lyi+algi-1)]-1g)’ (5-133)

kde
Vi =vi+alg;i—1), (5-134)

¢o predstavuje jednoparametrovu linearnu regresiu v suradniciach ¢; a y;. Hodnotu
parametra [, pri ktorej nadobuda funkcia S(I); minimum, oznac¢ime ako [* a najdeme

ju pomocou podmienky

dS(l), 3
dl 0,
-2 Z(?i—l*%‘)%’ =0,
’ (5-135)
Z?iqi = Zqiqzu
. Y 9i4;
Y94

(¢o je len 3pecialny pripad véeobecnej rovnice pre MNS QT QI* = Q79 pre jednoroz-
merny linedrny model). Ak to zhrnieme, pre dantt hodnotu nelinearneho parametra k
pomocou rovnice (5-135) stanovime optimalnu hodnotu linearneho parametra [ = I*.
Ak tato hodnotu pouZzijeme vo vyraze (5-132), bude y(k, I, g;);,., pre dané g; v skutoc-

nosti uz len funkciou jedinej premennej k, ¢o symbolicky zapiseme

v(k, ', & )n,a = Di(k). (5-136)

Rovnako mo6zeme posudzovat aj pre sumu stvorcov S(k, I) v rovnici (5-130) — pokial
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pre dané k pouzijeme optimalne / = [*, bude vyslednd suma

. 2
S(k, Iy = S(k) = Z(yi —(a+ 12—ha(gi +h+ % —pi(k))))
i (5-137)

=) @G-y I gna) = ) 3i-5i(k)’.
i i
Nasou talohou je teda najst minimum funkcie jednej premennej S(k). Jej tvar je
prilis komplikovany na to, aby sme dokazali odvodit explicitné analytické rieSenie.
Na minimalizaciu vSak modzeme pouzit niektort z numerickych metdéd. Nie je tlo-
hou tejto ucebnice priniest kompletny prehlad numerickych minimaliza¢nych tech-
nik, k tejto problematike existuje Siroka skala dostupnych ucebnic numerickej mate-
matiky. 277293738 V nagom pripade na riedenie pouzijeme metddu bisekcie, Newtonovu

metodu s numerickymi derivaciami ako aj simplexovii metodu.

Minimalizacie funkcie jednej premennej metodou polenia intervalu — bisekcie.
Bisekcia, ktorej mechanizmus sme podrobnejsie predstavili v predoslom Priklade 5.4,
je jednou z uc¢innych metdd hl'adania korena nelinearnych rovnic. Da sa vSak vyuzit
aj na minimalizaciu funkcii. KedZe nutnou podmienkou minima funkcie g(x) je nu-
lova derivacia v bode minima, prechadza minimaliza¢na tloha na hl'adanie korera

nelinedrnej rovnice

¢'(x)=fx)=0. (5-138)

Predpokladom riesenia rovnice (5-138) metddou bisekcie je tzv. separacia korenia, t.j.
Ze pozname interval, na ktorom sa nachadza prave jeden jej koren x* € (a, b). Pred-
pokladajme, Ze f(x) je na intervale (a, b) spojita, takze funkéné hodnoty na okra-
joch intervalu buda mat opa¢né znamienka f(a)f(b) < 0 (rovnost nule plati v pri-
padoch, Ze je koreriom niektory z hrani¢nych bodov). Ak rozdelime interval (a, b) bo-
dom p = (b + a)/2 na polovice, musime zistit, ¢i sa korenl x* nachadza na intervale
(a, p), alebo (p, b). Pokial f(a)f(p) <0, bude x* € (a4, p) a mdzeme polozit b = p, v

opa¢nom pripade kladieme a = p. Tym sme zmensili interval, na ktorom je koren x*
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lokalizovany, na polovicu. Tento proces opakujeme dovtedy, kym nie je x* urcené s po-
zadovanou presnostou, t.j. b —a < tol. Bisekcia konverguje s konstantnou rychlostou,
na spresnenie korena o jeden rad potrebujeme log,(10) = 3,32 iteracii.

Nakol'ko pozname analyticky tvar funkcii y(k) (5-128), vieme odvodit prislusny

vyraz pre prva derivaciu S(k). Derivovanim rovnice (5-137) dostavame

S dv;(k
E =2 gty T, (5-139)

~

k

Vyraz pre dy;(k)/dk ziskame, ak vezmeme do Gvahy, Ze ;(k) je formalne funkciou k aj

(k)
dyi(k)  d9i(k, I(k))dk  d9;(k, I(k))dl(k)

ik~ ok dk . ai ak (5-140)

Z rovnice (5-132) dostavame d7;(k, I(k))/dl = q; a taktiez je zrejmé, zZe dk/dk = 1, takze

rovnica (5-140) nadobuda tvar

dyi(k) _ d9;(k, I(k)) N dI(k)
dk ok 1i~aK

(5-141)

Zostava stanovit derivacie d9;(k, I(k))/dk a dI(k)/dk. Prva ziskame derivovanim fun-

kcie (5-128) podla k

o _roafsiad 1)

ok~ 2n | oi(kk> K2
druhu derivovanim rovnice (5-135), hl'adiac na I* ako funkciu k, teda I* = I*(k)
dr(k) _ d ¥,
dk dk Ziqiz
dy.; 9igi _dY.q}
_ Zélfq Yiai - (L 9i4q) %kq
(Xi497)?
d_i _d i — d i
Li(qeai+9iat) iai = 2(Li9i9:) Lildigp)
(L in)z

(5-143)

’

pricom vyrazy pre dq;/dk a dy;/dk dostaneme derivovanim ich defini¢nych vyrazov
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(5-131) a (5-134) podla k

%_i(gi+h+%—0i(k))

dgi _

kde dp;(k)/dk sme ziskali derivovanim rovnice (5-129) podIa k.

dk ~ dk 2h
1 1 dp; (k)
“2hk2 2k dk
1 g+h+g

T Tonke T 2hpk?

_d@i+alg;i-1) _ dg;
dk dk dk’

(5-144)

(5-145)

Vyssie uvedeny postup sme pretavili do programu Bisekcia, ktory je uvedeny vo vy-

pise 11. Program hlad4 minimum S(Kg) najdenim koreria nelinearnej rovnice S’(Kg) =

0 itera¢nou metddou bisekcie s analytickym vypoctom prvej derivacie sumy Stvorcov

S.V tabul'ke 14 prinadame ukaZzku ¢innosti programu. Po¢iatoény interval hodnot Ks,

na ktorom sa minimum hl'ad4, bol Kg € (21000, 29000). M6zZeme sledovat konstantnu,

ale pomerne pomala konvergenciu procedury bisekcie, na sedem radové spresnenie

odhadu Kg sme potrebovali 23 iteracii.

Vypis 11: Program Bisekcia v jazyku Fortran90 na nelinearne fitovanie parametra Kg pri line-
arnom dopocte parametra Ay, (vid text) modelovej funkcie, danej vztahom (5-128) s vyzna-
mom symbolov definovanych vztahmi (5-127).

program Bisekcia

kslow -
ksup -
Tol -

O O 0O 0O 60 0 60 0 0 0 00 0 0000

minimalizacia funkcie y = (Alim-A0)/(2HO)
v parametroch Alim, Ks
bisekciou na intervale <kslow,h ksup>
s analytickym vypoctom 1. derivacie
vstup (inp.dat)
np,h0,ks0, rdel

np — pocet bodov merania

ho — hodnota parametra HO

spodna hranica Ks (a)
horna hranica Ks (b)
konvergencne kriterium

np riadkov Gi, Ai

vystup (fit.dat)
np riadkov Gi,AiExp, AiFit
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implicit none

integer ndim

parameter (ndim=100)

real+8 a(l:ndim),g(1:ndim)

integer i ,np,maxit

real+8 hO,h,ksup,kslow,1,fld,s2,tol,q
real«8 glow,gup,gp,ksp

cl nacitanie vstupov
open (unit=1,file="inp.dat”)
read (1 ,%) np,h0,kslow ,ksup, tol

do i=1,np
read (1 ,+) g(i),a(i)
end do
close (1)
h=h0
c
c2 Bisekcia

call calcS2ad (a,g,np,h,kslow,l,s2,glow)
call calcS2ad (a,g,np,h,ksup,l,s2,gup)
10 ksp=(ksup+kslow)/2
call calcS2ad (a,g,np,h,ksp,1,s2,gp)
write (x,99) kslow,ksup,(ksup-kslow),1,s2,gp

99 format (2(f10.3,2x),f8.3,2x,2(f10.7,2x),d10.4)
if (glowxgp.le.0.0d0) then
ksup=ksp
gup=gp
else
kslow=ksp
glow=gp
end if
C test konvergencie
if ((ksup-kslow).gt.tol) goto 10
c
c3 vypis funkcie z vyslednymi parametrami
open (unit=1,file="fit.dat’)
do i=1,np
call calcQ(g(i),ksp,h,q)
write (1,100) g(i),a(i),lxq+a(1)=(1.0d0-q)
end do
100 format (f10.7,2x,f8.5,2x,f8.5)
close (1)
stop
end
subroutine calcS2ad (a,g,np,h,k,1,s2,f1d)
c
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vypocet sumy stvorcov S2 = S(k)
a jej 1. analytickej derivacia podla k

implicit none

integer np

real«8 a(l:np),g(l:np),h,k,1,s2,f1d

real+8 c,ro,q,s,y,by,dq,dby,dy,yk, 1k
real«8 s_q_q,s_by_q,s_q_dq,s_by_dq,s_dby_q
integer i

call calcAlim (a,g,np,h,k,1)
$2=0.0d0

s_q_q=0.0d0

s_by_q=0.0d0

s_dby_q=0.0d0

s_by_dq=0.0d0

s_q_dq=0.0d0

f1d=0.0d0

vypocet S2,lk=dl/dk

do i=1,np
c=g(i)+h+1.0d0/k
ro=dsqrt(cxc—4xhxg(i))
gq=(c-ro)/(2+h)
y=1lxq+a(1)=(1.0d0-q)
by=y+a(1)x(q-1.0d0)
dq=-1/(2+hxkxk)+c/(2+hxroxkxk)
dby=a(1)+dq
s2=s2+(a(i)-y)*x*2
$_q_9=5_9_-9+qgx*q
s_by_qg=s_by_q+byxq
s_dby_q=s_dby_q+dby=xq
s_by_dq=s_by_dq+by=xdq
s_q_dq=s_q_dq+q*dq

end do

lk =((s_dby_q+s_by_dq)*s_q_q—-2+s_by_qxs_q_dq)/(s_q_q=*2)

vypocet dS2/dk

do i=1,np
c=g(i)+h+1.0d0/k
ro=dsqrt(cxc—4xhxg(i))
q=(c-ro)/(2+h)
y=lxq+a(1)%(1.0d0-q)
dy=(C/(rO>ek>ek)—1/(k>ek))*(1—a(1))/(2>eh)
yk=dy+q=*lk
fld=f1d -2+(a(i)-y)=yk

end do

return
end
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subroutine calcAlim (a,g,np,h,k,1)
vypocet linearneho parametra Alim - 1

implicit none

integer np

real+8 a(l:np),g(1l:np),h,k,l

integer i

real«8 y,q,qy,qq

qy=0.0d0

qq=0.0d0

do i=1,np
call calcQ(g(i),k,h,q)
y=a(i)+a(1)*(q-1.0d0)
qy=qy+y=*q
qq9=99+9*q

end do

I=qy/qq

return

end

subroutine calcQ(gi,k,h,q)
vypocet faktora q(g_i,k,h)

implicit none

real+8 gi,k,h,q,c
c=gi+h+1.0d0/k
g=(c—dsqrt(cxc—4+hxgi))/(2+h)
return

end

Vyssie popisana metdda bisekcie spolahlivo skonverguje do minima, pokial sme

schopni definovat interval, na ktorom je lokalizované. Pokial by sme vsak chceli kon-

vergenciu urychlit, m6Zzeme siahnut po potencidlne efektivnejsej optimalizacnej me-

téde — Newtonovej minimalizacii. Na rozdiel od bisekcie, v tomto pripade nemusime

minimum lokalizovat na pociato¢nom intervale, postaci nam startovaci odhad. Ak sa

s odhadom nachadzame blizko minima, metdéda konverguje velmi rychlo. Pokial je

vsak odhad nevhodny, moze byt proces aj divergentny.
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Tabul'ka 14: Najdenie optimalnych hodnot parametrov Kg (k) a Ajim (1) rovnice (5-128) meto-
dou bisekcie s analytickym vypoctom S’. pomocou programu Bisekcia. Pociato¢ny interval pre
Kg bol (21000, 29000), konvergencné kritérium (presnost urcenia Ks), teda parameter Tol mal

hodnotu 1073,

min)

max)

i Ké Ké presnost Alim S(Ks) dS/dKs

0 21000,000 29000,000 8000,000 1,4682316 0,0207321 -0,4896x1077
1 25000,000 29000,000 4000,000 1,4509085 0,0212383  0,5249x107°
2 25000,000 27000,000 2000,000 1,4593017 0,0208420 0,2606x107°
3 25000,000 26000,000 1000,000 1,4636961 0,0207484 0,1120x107°
4 25000,000 25500,000 500,000 1,4659458 0,0207302 0,3312x1077
5 25000,000 25250,000 250,000 1,4670841 0,0207286 —0,7512x1078
6 25125,000 25250,000 125,000 1,4665138 0,0207287  0,1290x 1077
7 25125,000 25187,500 62,500 1,4667987 0,0207285 0,2722x1078
8 25125,000 25156,250 31,250 1,4669413 0,0207285 -0,2389x1078
9 25140,625 25156,250 15,625 1,4668700 0,0207285 0,1679x107°
10 25140,625 25148,438 7,812 1,4669057 0,0207285 -0,1110x1078
11 25144,531 25148,438 3,906 1,4668878 0,0207285 -0,4710x107°
12 25146,484 25148,438 1,953 1,4668789 0,0207285 -0,1515x107°
13 25147,461 25148,438 0,977 1,4668744 0,0207285 0,8215x 107!
14 25147,461 25147,949 0,488 1,4668767 0,0207285 —0,7164x10710
15 25147,705 25147,949 0,244 1,4668756 0,0207285 —0,3171x10710
16 25147,827 25147,949 0,122 1,4668750 0,0207285 —0,1175x10710
17 25147,888 25147,949 0,061 1,4668747 0,0207285 —-0,1767 x1071!
18 25147,919 25147,949 0,031 1,4668746 0,0207285 0,3224x 10711
19 25147,919 25147,934 0,015 1,4668747 0,0207285 0,7283x 10712
20 25147,919 25147,926 0,008 1,4668747 0,0207285 —-0,5195x 10712
21 25147,923 25147,926 0,004 1,4668747 0,0207285  0,1044x 10712
22 25147,923 25147,924 0,002 1,4668747 0,0207285 —0,2075x 10712

Newtonova metoda minimalizacie funkcie jednej premenne;j.

Bez ambicii na upl-

nost stru¢ne nactrneme podstatu Newtonovej metédy minimalizacie funkcie y = f(x).

Predpokladajme, Ze mame k dispozicii odhad bodu, v ktorom ma funkcia f(x) mini-

mum, a oznac¢ime ho x0. V okoli tohto bodu mozeme f(x) nahradit Taylorovym poly-

ndémom

F0x) > To(x) = F(x0) + f/(x0)(x - x0) + 3 £ (x0)(x ~ x0).

(5-146)

Kedze predpokladame, ze x0 nie je daleko od minima, budeme vyssie ¢leny Taylo-

rovho rozvoja zanedbavat. Podmienkou minima je nulova prva derivacia

df() _dT()

dx

dx
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= f’(x0) + f”(x0)(x — x0) = 0.

(5-147)



T>(x) ma teda minimum v bode

(5-148)

Ak by bola funkcia f(x) totozna s T,(x) (t.j. kvadraticka), bol by bod (5-148) pres-
nym minimom. KedZe je vSak T,(x) v skuto¢nosti len aproximaciou f(x), bude bod
(5-148) len spresnenim nasho odhadu minima. K najdeniu presného minima musime
tento postup opakovat a spresniovat nas odhad dovtedy, kym neskonvergujeme do
minima (t.j. ked napr. absolitna hodnota derivacie klesne pod stanovené kritérium
|f’(x)| < tol). Newtonova metdda je teda iterativny proces, kde nasledujtci odhad ur-

¢ime pomocou predchadzajiaceho, takze rovnica (5-148) nadobuida rekurentny tvar

(5-149)

Ako vidno, v pripade Newtonovej metédy potrebujeme okrem prvej aj druht deri-
vaciu minimalizovanej funkcie, v nasom pripade S(k). Rovnice pre (5-139) az (5-145)
pre jej analytickt prva derivaciu vsak naznacujua, Ze zloZitost odvodenia analytickej
druhej derivacie je nad ramec tejto chemicky orientovanej ucebnice. Navyse nam to
dava priestor na osvojenie si alternativneho pristupu — numerického stanovenia prvej a

druhej derivacie.

Numericky vypocet prvej a druhej derivacie. Pre odvodenie vztahov pre prvua a
druh@ numericka derivaciu, uvazujme Taylorov rozvoj funkcie f(x) v tvare, mierne

pozmenenom oproti (5-146)
1 i
f(x0+6x) = f(x0) + f'(x0)dx + f” (x0)6x% + f (x0)6x> +ﬁf(4)(x0)éx4... (5-150)

Ak napiseme takéto vyrazy pre 6x = A a 0x = —A dostavame

F(x0+A) = f(x0) + f/(x0)A + % F7(x0)A% + % FO(x0)A3 + 21—4 FY(x0)A*+... (5-151)
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F(x0—A) = f(x0) - f/(x0)A + % f7(x0)A% - % FO(x0)A3 + i FHx0)A* +... (5-152)

Rovnice 5-151 a 5-152 mdzeme skombinovat nasledovne

f(xo+A)z_Af(x0_A) f'<xo>+%f<3’<xom2+--- (5-153)
f(x0+A)+f(z(2)—A)—2f(x0) _ f"(x0)+11—2f<4)(x0)A2+--- (5-154)

Vztahy (5-153) a (5-154) predstavuju teda sposob vypoctu prvej a druhej numeric-
kej derivacie z funkénych hodnoét v troch bodoch: x0 a x0 + A. Symbol A predstavuje
diferen¢ny krok, pricom chyba stanovenia numerickych derivacii v oboch pripadoch
klesa s A%2. Ak sme schopni stanovit f(x0)a f(x0+A) (nemusime teda poznat ani len
analyticky tvar funkcie f(x)), m6zeme numericky stanovit f’(x) a f”(x0).

Na zaklade uvedenych vztahov mozeme zostavit program Newton, ktory hl'ada mi-
nimum S(Kg) Newtonovou minimalizaciou s numerickym vypoctom prvej a druhej de-
rivicie sumy §tvorcov S, uvddzame ho vo vypise 12. Rutiny CalcAlim a CalcQ, ktoré
program Newton vyuziva, su identické s analogickymi rutinami uvadzanymi vo vy-
pise 11 pre program Bisekcia, preto ich v tomto vypise neopakujeme.

V tabulke 15 prinasame ukazky konvergencie Newtonovej metody pre tri rozne po-
¢iato¢né odhady. Ako vidno, vo vSetkych pripadoch metdéda skonvergovala do rovna-
kého vysledku. V porovnani s metddou bisekcie mozno pozorovat podstatne rychlejsiu
konvergenciu. Pre dostato¢ne blizky odhad (Kg = 25000) sme presnost na 5 platnych
cifier dosiahli uz po dvoch iteraciach. Pri vzdialenejsich odhadoch pocet iteracnych
krokov podla ocakavania narasta. Pokial sa vSak odhadom dostavame blizsie k pres-

nému rieseniu, rychlost konvergencie sa zvysuje.

Vypis 12: Program Newton v jazyku Fortran 90 na nelinearne fitovanie parametra K,,athrmS
pri linearnom dopocte parametra Ay, (vid text) modelovej funkcie, danej vztahom (5-128) s
vyznamom symbolov definovanych vztahmi (5-127).

program Newton

minimalizacia funkcie y = (Alim-A0)/(2HO0) (gi+HO+1/Ks+ri(k))
v parametroch Alim, Ks
Newtonovou metodou s numerickym vypoctom 1. a 2. derivacie

O 0O 0 0
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O O 0O 0O 0 0 60 0 0O 0 0 0 0 00

cl

c2

99

c3

vstup (inp.dat)
np,h0,ks0, rdel

np — pocet bodov merania

h0 — hodnota parametra HO

ksO — pociatocny odhad parametra Ks

Tol — konvergencne kriterium na normu gradientu

maxit — maximalny povoleny pocet iteracii Newtonovej m
rdel - relativna velkost kroku pri numerickej derivacii

dk = rdel x hodnota parametra k (Ks)
np riadkov Gi, Ai

vystup (fit.dat)
np riadkov Gi,AiExp, AiFit

implicit none

integer ndim

parameter (ndim=100)

real«8 a(l:ndim),g(1:ndim)

integer i,np,maxit

real«8 hO,h,ks0,k,dk,1,fl1d,f2d,s20,s2p,s2m, rdel, tol ,q

nacitanie vstupov
open (unit=1,file="inp.dat”)
read (1 ,%) np,h0,ks0, tol , maxit, rdel
do i=1,np
read (1 ,+) g(i),a(i)
end do
close (1)
h=h0

Newtonova iteracna procedura

i=0

k=ks0
vypocet 1. a 2. derivacie — numericky
call calcS2 (a,g,np,h,k,1,s20)
call calcS2 (a,g,np,h,k+(1.0d0+rdel),1,s2p)
call calcS2 (a,g,np,h,k%(1.0d0-rdel),1,s2m)
fld=(s2p-s2m)/(2xrdelxk)
f2d=(s2p+s2m-2.0d0xs20)/((rdelxk)xx2)
dk=-f1d/f2d
write (%,99) i,k,1,dk,fld,f2d,s20
format (i2,f10.3,2x,f10.7,2x,3(d12.4,2x),f10.7)
k=k+dk

test

i=i+1

if ((i.le.maxit).and.(dabs(fld).gt.tol)) goto 10

vypis funkcie z vyslednymi parametrami
open (unit=1,file="fit.dat”)
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do i=1,np
call calcQ(g(i),k,h,q)
write (1,100) g(i),a(i),lxq+a(1)=(1.0d0-q)
end do
100 format (f10.7,2x,f8.5,2x,f8.5)
close (1)

stop
end

subroutine calcS2 (a,g,np,h,k,1,s2)
vypocet sumy stvorcov S2 = S(k)

implicit none

integer np

real«8 a(l:np),g(l:np),h,k,1,s2
integer i

real+8 q

call calcAlim (a,g,np,h,k,1)
$s2=0.0d0

do i=1,np

call caleQ(g(i),k,h,q)
s2=s2+(a(i)—a(l)—(l-a(l))xq)*x*2
end do
return
end

Metoda pokusov a omylov (simplexova) pre minimalizaciu funkcie jednej premen-
nej. Ak by sa citatelovi zdali oba vyssie pouzité pristupy stale prili§ matematicky na-
ro¢né, mozno pouzit jednoduchsi koncept minimalizacie — metddu pokusov a omylov,
alebo simplexovii metodu. V tomto pripade sa vyZaduje iba schopnost vycislit funkéna
hodnotu minimalizovanej funkcie v I'ubovolnom bode. Metdda je zovseobecnitelna
aj na multidimenzionalne optimalizacie, tu vsak prinesieme len jej najjednoduchsiu
podobu pre jednorozmerny pripad.

Simplexova metéda minimalizacie funkcie f(x) predpoklada, Ze pozname pocia-
to¢ny odhad minima x. V ramci metddy je potrebné definovat tri zakladné parametre

— pociatocny krok o, expanzny koeficient @ > 1 a kompresny koeficient f < 1. Na za-
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Tabul'ka 15: Najdenie optimalnych hodnét parametrov Kg (k) a Ajim, (1) rovnice (5-128) Ne-
wtonovou metédou s numerickym vypoctom prvej a druhej derivacie S. pomocou programu
Newton z vypisu 12. Ukazka konvergencie pre tri rozne hodnoty pociatocného odhadu Kg (vy-
znacené tuénym pismom). Konvergenéné kritérium pre derivaciu Tol = 10712 a relativna vel-
kost diferencného kroku rdel = 107°.

i Kg Alim presnost S’ S” S(Ks)

0 25000,0 1,468232 0,1349x10° -0,4896x10~7 0,3630x10~° 0,020732
1 25134,9 1,466994 0,1390x10%2 -0,4276x10"% 0,3075x10° 0,020729
2 25148,8 1,466867 —0,8967x10°  0,2764x107° 0,3083x10~° 0,020729
3 25147,9 1,466875 0,5084x107' —0,1685x10719 0,3314%x10~° 0,020729
4 25147,9 1,466875 0,7025x1073 —0,2297 x107'? 0,3270x107° 0,020729
0 30000,0 1,428475 —0,7694x10* 0,1109%x107° 0,1442x10~° 0,023758
1 22305,7 1,495446 0,2432x10* -0,1180x107> 0,4853x107° 0,022277
2 24737,9 1,470669 0,4103x10%3 -0,1386x107° 0,3379%x10~° 0,020757
3 25148,1 1,466873 —0,2042x10°  0,6498x 10719 0,3182%x10"° 0,020729
4 25147,9 1,466875 0,5703x107% —0,1827x10"'1 0,3204x107° 0,020729
5 25147,9 1,466875 —0,1819x1073 0,6208x107!3 0,3412x10"° 0,020729
0 20000,0 1,523328 0,3332x10%* —-0,2647x107° 0,7945x107° 0,026579
1 23332,3 1,484481 0,1507x10* —0,6898x107° 0,4576x10~° 0,021324
2 24839,7 1,469717 0,3391x103 -0,1034x107° 0,3048x107? 0,020744
3 25178,8 1,466593 —0,3241x10% 0,1007x1077 0,3108x10~° 0,020729
4 25146,4 1,466889 0,1421x10' -0,5020x10~° 0,3533x107° 0,020729
5 25147,8 1,466876 0,1134x10° -0,3721x10719 0,3281x10"° 0,020729
6 25147,9 1,466875 0,3715x1073 —0,1255x107!'2 0,3379x107° 0,020729

¢iatku procedury vypocitame funként hodnotu v bode odhadu f(x). Nasledne vypo-
¢itame funkcént hodnotu v bode posunutom o aktualny (na zaciatku teda pociatocny)
krok x+9¢. Pokial je f(x+0) < f(X) bol tento krok aspeSnym pokusom a v takom pripade
aktualizujeme X < x + 6. Dany smer sa teda ukazal ako ,Gspesny“, preto pre nasledu-
jacu iteraciu expandujeme krok 6 « ad. Pokial vsak f(x+ 0) > f(X), bol nas krok
neuspesnym omylom. V takom pripade % neaktualizujeme, iba obratime smer kroku,
pricom ho stucasne skomprimujeme 6 « —f6. Celt procediru opakujeme dovtedy,
kym vel'kost kroku neklesne pod pozadované minimum 6 < tol.

Program Simplex na hl'adanie minima S(Ks) vy$sie uvedenym postupom je vo vy-
pise 13. Rutiny CalcAlim a CalcQ, ktoré program Simplex vyuziva, su identické s ana-
logickymi rutinami, uvadzanymi vo vypise 11 pre program Bisekcia, preto ich v tomto

vypise neopakujeme.
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V tabulke 16 prinasame ukaZku konvergencie Simplexovej metédy minimalizacie
S(Kg). Metéda aj v tomto pripade tGspesne skonvergovala do rovnakého minima ako
pri predchadzajuacich ,sofistikovanejsich” pristupoch. Ako vidno, konvergencia je po-
malSia, ako v predchadzajucich pripadoch, i ked jej rychlost zna¢ne zavisi na type
minimalizovanej funkcie, ako aj zvolenych hodnotach parametrov a a . Ak vsak uva-

zime jednoduchost jej konceptu, stale predstavuje pre chemika atraktivny nastroj mi-

nimalizacie funkcii.

Vypis 13: Program Simplex v jazyku Fortran 90 na nelinearne fitovanie parametra Kg pri line-
arnom dopocte parametra Ay, (vid text) modelovej funkcie, danej vztahom (5-128) s vyzna-
mom symbolov definovanych vztahmi (5-127).

program Simplex

minimalizacia funkcie y = (Alim-A0)/(2HO0) (gi+HO+1/Ks+ri(k))
v parametroch Alim, Ks Simplexovou metodou

vstup (inp.dat)
np,h0, kslow , ksup, dks
np — pocet bodov merania
ho — hodnota parametra HO
ksO — pociatocny odhad Ks
dks - pociatocny krok
al — koeficient expanzie pri pokuse
be — koeficient kompresie pri omyle
maxit — maximalny pocet iteracii
tol — konvergencne kriteriom (na krok Ks)
np riadkov Gi, Ai

vystup (fit.dat)
np riadkov Gi, AiExp, AiFit

O 0O 0O 0O 0O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 60 00

implicit none

integer ndim

parameter (ndim=100)

real«8 a(l:ndim),g(1:ndim)

integer i,np,maxit

real+8 hO,h,ks0,dks,1,s2,s2min,al ,be,q, tol

cl nacitanie vstupov
open (unit=1,file="inp.dat’)
read (1 ,x) np,h0,ks0,dks,al,be,maxit, tol
do i=1,np
read (1,+) g(i),a(i)
end do
close (1)
h=h0
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c2 Simplexova minimalizacia
call calcS2 (a,g,np,h,ks0,],s2min)
i=0
write (*,99) i, ’start’,ks0,1, dks, s2min
10 call calcS2 (a,g,np,h,ksO+dks,1,s2)
i=i+l
if (s2.1t.s2min) then
c pokus
ks0O=ks0+dks
s2min=s2
dks=dksxal
write (*,99) i, pokus’,ks0,l, dks, s2min
else
c omyl
dks=-bexdks
write (*,99) i, ’omyl.’,ks0,1, dks, s2min
end if
99 format (i2,2x,a5,2xf10.3,2x,f10.6,2x,d12.4,2x,f14.11)
C test

if ((dabs(dks).gt.tol).and.(i.1lt.maxit)) goto 10

c
c3 vypis funkcie z optimalizovanymi parametrami
open (unit=1,file="fit.dat”)
do i=1,np
call calcQ(g(i),ks0,h,q)
write (1,100) g(i),a(i),lxq+a(1)=(1.0d0-q)
end do
100 format (f10.7,2x,f8.5,2x,f8.5)
close (1)
stop
end

subroutine calcS2 (a,g,np,h,k,1,s2)
vypocet sumy stvorcov S2 = S(k)

implicit none

integer np

real«8 a(l:np),g(l:np),h,k,1,s2

integer i

real«8 q

call calcAlim (a,g,np,h,k,1)

$2=0.0d0

do i=1,np
call calcQ(g(i),k,h,q)
s2=s2+(a(i)- l-a

end do

151




return
end

Tabul'ka 16: Najdenie optimalnych hodnét parametrov K; (k) a Ay, (1) rovnice (5-128) Sim-
plexovou metédou pomocou programu Simplex. Ukazka konvergencie pre pociatocny odhadu
Kg = 25000. Pouzité parametre Simplexovej optimalizacie: expanzia a = 2, kompresia p = 0.25,
pociatocny krok & = 50, Konvergencné kritérium pre krok Tol = 1073.

i status Kg Alim krok S(Kg)

0 Start  25000,000 1,468232 0,5000x10%> 0,02073208078
1 pokus 25050,000 1,467772 0,1000x10%  0,02073005023
2 pokus 25150,000 1,466856  0,2000x10° 0,02072847444
3 omyl 25150,000 1,465042 -0,5000x10% 0,02072847444
4 omyl 25150,000 1,467313 0,1250x10% 0,02072847444
5 omyl 25150,000 1,466742 -0,3125x10! 0,02072847444
6 pokus 25146,875 1,466884 -0,6250x10' 0,02072847391
7 omyl 25146,875 1,466941 0,1562x 10!  0,02072847391
8 pokus 25148,438 1,466870 0,3125x 10! 0,02072847377
9 omyl 25148,438 1,466841 -0,7812x 10°  0,02072847377
10 pokus 25147,656 1,466877 —0,1562x10' 0,02072847374
11 omyl 25147,656 1,466891  0,3906x10°  0,02072847374
12 pokus 25148,047 1,466874 0,7812x10° 0,02072847373
13 omyl 25148,047 1,466866 -0,1953x10° 0,02072847373
14 pokus 25147,852 1,466875 -0,3906x10° 0,02072847373
15 omyl 25147,852 1,466879 0,9766 x10™1  0,02072847373
16 pokus 25147,949 1,466874 0,1953x10° 0,02072847373
17 omyl 25147,949 1,466873 —0,4883x 1071 0,02072847373
18 pokus 25147,900 1,466875 -0,9766x107' 0,02072847373
19 omyl 25147,900 1,466876  0,2441x107' 0,02072847373
20 pokus 25147,925 1,466875 0,4883x10~' 0,02072847373
21 omyl 25147,925 1,466874 -0,1221 x 107! 0,02072847373
22 omyl 25147,925 1,466875 0,3052x 107> 0,02072847373
23 omyl 25147,925 1,466875 -0,7629x 1073 0,02072847373

Hl'adanie minima funkcie ,,hrubou silou”.

Na zaver si ukaZzeme konceptualne asi

najjednoduchsi sposob minimalizacie funkcie jednej premennej f(x). Spoc¢iva v pros-

tom preskenovni skimanej funkcie na danom intervale (a, b) zvolenym krokom 9, t.j.

vypoc¢tom funkénych hodnoét v bodoch v sieti bodov

Xp=a,a+0,a+20,...,a+ko<b,

x€G={x=a+ko}]
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(kde oznacenie ,,int“ predstavuje celociselnt ¢ast danej hodnoty, napr. int(9.3) = 9,
int(9) = 9), pricom hladame, v ktorom bode siete bola najmensie funk¢éna hodnota
S (%)

Jmin = m0in f (x¢) (5-156)

Alternativne povedané, zostrojime sme si zavislost f(x;) v ur¢enych bodoch (napr.
graf funkcie) a z tejto zavislosti jednoducho od¢itame minimalnu hodnotu. Pokial ma
funkcia f(x) na intervale (a, b) minimum alebo viac minim, ndjdeme odhad najniz-
Sieho z nich (prirodzene ze predpokladu, Ze krok zvolime dostato¢ne ,jemny“ na to,
aby nam minimum ,neuniklo®). Pokial nie, ndjdeme len odhad najnizsej hodnoty f(x)
na tomto intervale. Presnost odhadu je dana vel'kostou kroku siete.

Ako vidno, tento pristup nevyuZziva Ziadnu z pridanych hodnot, ktoré nam mate-
matika ponuka, ide o prost aplikaciu definicie minima. Preto sa zvykne nazyvat brute
force — hrubou silou. Metédu je mozné zovseobecnit aj na funkcie viac premennych —
napr. metdda rezov, ide vSak o numericky pomerne malo efektivne metody.

Program BruteForce uvedeny vo vypise 14 hlad4d minimum funkcie S(Ks) metédou
hrubej sily. Rutiny CalcAlim, CalcQ a CalcS2, ktoré program BruteForce vyuZziva su
identické s rutinami uvadzanymi vo vypise 11 pre program Bisekcia (CalcAlim, CalcQ)

a vypise 13 pre program Simplex (CalcS2), preto ich tu uz neopakujeme.

Vypis 14: Program BruteForce v jazyku Fortran 90 pre skenovanie parametra Kg pri linedrnom
dopocte parametra Ay, (vid text) modelovej funkcie, danej vztahom (5-128) s vyznamom
symbolov definovanych vztahmi (5-127).

program BruteForce

minimalizacia funkcie y = (Alim-A0)/(2HO0) (gi+HO+1/Ks+ri(k))
v parametroch Alim, Ks
metodou Brute Force

vstup (inp.dat)

np,h0, kslow , ksup, dks
np — pocet bodov merania
ho — hodnota parametra HO
kslow — spodna hranica skenu Ks
ksup - horna hranica skenu Ks
dks - skenovaci krok

np riadkov Gi, Ai

O 0O 0O 0O 0O 0 0 0 0 0 0 00
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O 0O 0 0

vystup (fit.dat)
np riadkov Gi,AiExp, AiFit

implicit none

integer ndim

parameter (ndim=100)

real«8 a(l:ndim),g(1:ndim)

integer i,np

real+8 hO,h,kslow, ksup,dks,k,1l,s2,kmin,s2min,q

c
cl nacitanie vstupov
open (unit=1,file="inp.dat”)
read (1 ,%) np,h0,kslow,ksup, dks
do i=1,np
read (1 ,+) g(i),a(i)
end do
close (1)
h=h0
c
c2 brude force skenovanie cez parameter k(Ks)
call calcS2 (a,g,np,h,kslow,]l,s2min)
kmin=kslow
do k=kslow ,ksup, dks
call calcS2 (a,g,np,h,k,1,s2)
write (%,99) k,1,s2
if (s2.1t.s2min) then
s2min=s2
kmin=k
end if
end do
99 format (f10.3,2x,f10.6,2x,f14.10)
c
c3 vypis funkcie z optimalizovanymi parametrami
call calcS2 (a,g,np,h,kmin,l,s2)
write (x,%) ’Opt..hodnoty.Ks,_Alim’ ,kmin, 1l
open (unit=1,file="fit.dat’)
do i=1,np
call calcQ(g(i),kmin,h,q)
write (1,100) g(i),a(i),a(l)+(1-a(1))*q,q
write (1,100) g(i),a(i),lxq+a(1)x(1.0d0-q)
end do
100 format (f10.7,2x,f8.5,2x,f8.5)
close (1)
stop
end

Pouzitie programu BruteForce realizované na intervale Kg € (20000, 30000) pri-
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0.026 1.54

0.025 41 1.52

0.024

25145 25150 25155

0.023 |- 4 1.48
0.022 |- 1.46
0.021 1.44
0.02 ‘ ‘ ‘ ‘ 1.42
20000 22000 24000 26000 28000 30000

Obr. 21: Sken zdvislosti S = f(Kg) (modrd) a Ay, = f(Ks) (zelend) vygenerovany programom

BruteForce. Na l'avej strane je stupnica hodnét pre S, na pravej pre Ajin,. Detail vo vioZenom
grafe zobrazuje S(Kg) v tesnejsom okoli minima.

nasame v Grafe 21. Pri aplikacii skenovacieho kroku 0,1 program poskytol odhad mi-
nima Kg = 25147,89 a Ajj,,, = 1,466875. Hustota kroku 0,1 v naSom pripade znamenalo
vypocet v 10° bodoch. Takato hustota skenu na sirokom intervale v$ak nie je potrebna.
V prvej faze nam postaci skenovat s krokom napr. 100, ¢o vyZaduje o tri rady menej
vypoctov. Uvodny sken ndm umozni spresnit lokalizaciu minima — v nasom pripade
na interval Kg € (25100, 25200). Nasledne mo6zeme preskenovat takto zazeny interval
s jemnejsim krokom 0,1 a lokalizovat tak minimum s rovnakou presnostou, ale s pod-
state mensim poctom vypoctov. Pokial je vypocet jednotlivych bodov numericky ne-
narocny tak, ako je tomu aj v nasom pripade, neusetrime tym vela ¢asu. V pripade, zZe
je vypocet jednotlivych bodov ¢asovo naroc¢nejsi, bude takato optimalizacia postupu

velmi uzito¢na, pricom moze mat aj viac, ako len dve trovne.
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Priklad 5.6

Uvazujme vratnu transforméciu metyl bromidu (CH;3Br) ako kedysi ¢asto pouZiva-
ného pesticidu a fungicidu k nic¢eniu plesni a htb v pode (za sStandardnych podmienok
je to bezfarebny plyn tazsi ako vzduch; skvapalneny ma zdpach podobny chloroformu)
na metyl chlorid (CH;Cl) vo vodnom roztoku, teda nasledovna nukleofilna substitt-
ciu (Sy):

CH3Br+Cl™ = CH;3Cl +Br~ (5-157)

Ktorym smerom bude tato reakcia prebiehat pri teplote 25 °C v kontaminovanej po-
dzemnej vode obsahujtcej 50 mM Cl~ (M = mol dm~3), 1 mM Br~ a (a) 10-krét viac
CH;3Cl ako CHj3Br alebo (b) ak sa pomer CH;Cl ako CH3Br zvysi na 1000? Zmeni sa
smer reakcie za tychto podmienok?

Dalej vypoditajte, aky je koncentra¢ny pomer mnozstva CH3;Br k CH;ClI po usta-
leni termodynamickej rovnovahy za predpokladu, Ze mnozstva (koncentracie) anio-
nov Cl™ a Br~ v podzemnej vode zostana konstantné? (predpokladajme, Ze aktivitné
koeficienty y; vSetkych ztcastnenych latok s jednotkové a preto aktivity jednotlivych
latok {7} je mozné nahradit molovymi koncentraciami [i]; {i} = y/[i]). V chemickych ta-
bul'kach najdeme nasledovné udaje standardnych tvornych Gibbsovych energii AfGZQ
pre zucastnené latky (pre C1~ a Br~ st hodnoty uvedené vo vodnej faze (aq) a st vy-
pocitané na baze molovych koncentracii, zatial ¢o pre CH3;Br k CH3Cl v plynnej faze

(g), teda vypocitané na baze molovych zlomkov): 1Y

AfGY,- (aq) = -131,3 k] mol ™
A¢GY - (aq) = —104,0 kJ mol ™

(5-158)
A¢GQyy g, (8) = —28,2 k] mol ™!

A¢Glyy ¢ (8) = =58,0 k] mol ™!
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ako aj hodnoty rozpustnosti plynov CH3;Br k CH;ClI vo vode:

CsCaIEI3Br,w =107 mol dm™3 (5-159)

sat _ -0,98 -3
CCH,ClLw = 10 mol dm

Poznamka 1

Metyl halidy hrajii vyznamnu uilohu nielen v dezinfekcii, ale napriklad aj pri hodnoteni rela-
tivnej nukleofility ny,, environmentdlne zaujimavych nukleofilov (schopnosti nukleofilu zacaf
S~ 2 nukleofilnii substitiiciu; obrdzok nizZsie) pre rozne farmaceutické, toxikologické, ale aj ¢isto
chemické iicely. Nukleofilita ny, je vyjadrend na zdklade nasledovného linedrneho vzfahu pre

zmenu Gibbsovej energie vychddzajiiceho z pomeru rychlostnych konstant k druhého poriadku

pre nahradenie Br~ ako odstupujiicej skupiny v pripade CH3Br inym nukleofilom (Nu):%°
1 kNu _
08| % = S MINu,CH;Br (5-160)
H,0

kde ky,o predstavuje rychlostnii konstantu nukleofilného ataku CH3Br vodou. Vidime, Ze ako
standard je pouZitd nukleofilita H,O, t.j. ny,0 cH,Br = 0. Parameter nyy cy,pr 2dvisi od poklesu
solvatacnej energie nukleofilu a od ochoty zliiéeniny poskytniif elektrény do tvorby tranzitného
stavu. Parameter s odrdZa citlivost organickej molekuly na nukleofilny atak, no je fazké odvodif
ho zo struktiiry molekuly (zdvisi nielen od charakteru odstupujiicej skupiny, ale aj od stérickych

faktorov), zvycajne ale nebyva vyrazne odlisny od hodnoty 1.

Energia

Reakcéna koordindta (priebeh reakcie)
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tiucie.

nasledovného vziahu:

2
NNu, CH;Br ~ §nNu,CH31

RieSenie

Obr. 22: Zmena Gibbsovej energie pocas priebehu bimolekulovej Sy 2 nukleofilnej substi-

Hodnoty nukleofilicity nyy, ch,r St zname vacsinou pre anorganické nukleofily, pre porov-
nanie nukleofility vel’kého mnoZstva organickych nukleofilov pouzili Hansch and Leo*%*! ako
standard nukleofilny atak metyliodidu CH3I metanolom (nyieon,cr,1 = 0). Nevyhodou je, Ze
v tomto porovnani nie je zahrnutd voda ako nukleofil a tak sa pre reakcie prebiehajiice v Zi-
votnom prostredi preferuje poradie nukleofility na baze nukleofilného ataku CH3Br. Ak vsak

pre dany nukleofil nepozndme presnii hodnotu nny, cu,py je ju mozné aproximovat na zdklade

(5-161)

O tom, ¢i vysSie uvedena nukleofilna substitucia bude prebiehat za danych reak¢-

nych podmienok spontanne (samovolne) dol'ava alebo doprava rozhoduje znamienko

zmeny reakcnej Gibbsovej energie:

A,G = A,G% + RTInQ,

{CH5C1}{Br "}
{CH;Br}{CI ™}
[CH;Cl][Br]
[CH;Br][Cl7]’

= A,G% + RTIn

= A,G% + RTIn

kde Q, reprezentuje tzv. reak¢ny kvocient

(CH5C1}{Br™)

Q= LB

(5-162)

(5-163)

ktory, ako uvidime, mdze vyznamne ovplyvnit smer chemickej reakcie. Hodnoty {i} =

y/[i] st aktivity jednotlivych zGcastnenych latok, ktoré mozno podla zadania v na-

som pripade nahradit aktudlnymi koncentraciami latok v roztoku (symbol apostrofu

je z dovodu oznacenia referencného stavu, ktorym je v pripade roztokov nekonecne

zriedeny roztok latky i). PretoZe hodnoty koncentracii jednotlivych reakénych zloziek
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su zo zadania zname, zostava nam vypocitat hodnotu standardnej reakénej Gibbsovej
energie A,G° (tandardné podmienky: {i} = 1 mol dm™>; p = 1 bar; T = 25°C).

Pretoze chemicky potencial latky i vo vodnom roztoku za Standardnych podmie-
nok je vlastne rovny sStandardnej tvornej Gibbsovej energii latky i v tomto prostredi
( ,u?’ = AfG? (aq)), pre hodnotu $tandardnej reakénej Gibbsovej energie A,G° uvazova-

nej nukleofilnej substittcie plati:

0_ 0/ 0/ 0/ 0r
ArG” = —apcy, g — blic- + Plcy,cr + 9He- (5-164)

= _AfG8H3Br (aq) - Angr (aq) + AfG8H3C1 (aq) + A¢GY - (aq),

kde konstanty a, b, p a q st stechiometrické koeficienty reaktantov a produktov reakcie
(v nasom pripade st vSetky jednotkové). V zadani mame uvedené tabul'kové hodnoty
A¢G? (aq) pre iény Br~ a Cl~, tabulkové hodnoty $tandardnych tvornych Gibbsovych
energii pre CH3Cl a CH;Br st ale uvedené v plynnej faze a je ich treba prepocitat na
hodnoty vo vodnom roztoku.

Pre zmenu Standardnej Gibbsovej energie pri rozpustani plynov vo vode (alebo

inom rozpustadle) plati
AawGin = AfGIO (g) - AfG? (aq), (5-165)

kde indexy ,,a“ a ,w"“ symbolizuju plynnu, respektive vodnu fazu a index H odkazuje
na opis ustalenej rovnovahy pomocou Henryho konstanty vyjadrenej v jednotkach
bar L mol™! (vid poznamka 2). Pre §tandardnt tvornti Gibbsovu energia latky i vo
vode potom na zaklade predchadzajuceho vztahu dostavame (pre odvodenie vztahu

vid poznamku 2):
AG! (aq) = A(G? (8) ~ [AawG; — RTInV, | = AiG? (g) + RTInKyy (w),  (5-166)

kde A,,G; je zmena Standardnej Gibbsovej energie pri rozpustani plynov vo vode
vyjadren4 na baze molovych zlomkov latky i v oboch fazach, V, je molovy objemy

vodnej fazy (~ 0,018 L mol~! pri 25 °C a tlaku 1 bar) a Kjjy je Henryho konstanta
) 1azy P ) y
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vyjadrené v jednotkach bar L mol .

’ z . : sat : o
V zadani mame uvedené rozpustnosti oboch plynov vo vode (c;;;) pri teplote 25 °C

a parcidlnom tlaku plynu 1 bar, ¢o nam umoznuje vypocitat hodnotu Henryho kon-

stanty pre CH;Cl a CH3Br podl'a nasledujuceho jednoduchého vzorca

Kin (w) = —. (5-167)
w
Po dosadeni do tohto vzorca pre CH3;Cl dostavame
K (w) ! ! 1 bar = 9,6 bar L mol™! (5-168)
w) = = ar =%, ar L mo -
CH5CIH ol 1009 mol L1
a pre CH;3Br
1 1 .
K, (W) = — 1 bar = 6,0 bar L mol ™. (5-169)

= 10-0,78 1
CCHsBrw 10 mol L

Po dosadeni tychto hodndt a tabulovych hodnot AfG8H3C1 (g) a AfG8H3Br (g) a uvede-
nych v zadani do vztahu pre standardnt tvorna Gibbsovu energiu tychto latok vo

vode dostavame

AngH3C1 (aq) = As GgH3C1 (g) + RTInKcp,ciH

= -58000 ] mol™! + 8,314 ] K 'mol~!-298,15 K 1n9,6

(5-170)
= -58000 ] mol™! + 5607 J mol ™"
= -52,4kJ mol™!,
AngH3Br (aq) = AngH3Br (g)+ RTanCH3BrH
= -28200] mol™' +8,314 ] K 'mol~! 298,15 K In6,0
(5-171)

=-28200] mol™! + 4441 J mol ™"
=-23,7 k] mol .

Dosadenim tychto hodnot a hodnodt standardnej tvornej Gibbsovej energie pre idny

vo vodnej faze dostavame pre hodnotu $tandardnej reakénej Gibbsovej energie A,G°
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nukleofilnej substitacie CH;Br

AG® = —AGey g, (aq) — AsGYy- (aq) + AsGly ¢ (aq) + A¢Gp,- (aq)
=23,7 k] mol ™! +131,3 k] mol ™! = 52,4 k] mol ™' —104,0 k] mol™!  (5-172)

=-1,4KkJ mol L.

Aby sme dostali hodnotu zmeny reakénej Gibbsovej energie nukleofilnej substita-
cie CH3Br za danych podmienok (a) a (b), musime vypocitat zodpovedajice hodnoty
reak¢ného kvocientu Q, (pripomerime, Ze v nasom pripade {i} = y/[i])

()

_(CH;Cl){Br} [CH;ClJ[Br-]  10[107 moldm™] 0.2 (5-173)

Q= {CH3Br}{CI™} = [CH3Br][CIT] 1 [5 % 10-2 mol dm—3] I

o _ [CHCI[Br) _ 10001073 mol dm™*]

o = 20. (5-174
[CHBHICT] ™ 15102 mol dm 7] |

A pre zmeny reakcnej Gibbsovej energie nukleofilnej substitucie CH;Br za podmienok
(a) a (b) dostavame

()

A,G = A,G% + RTInQ,
=-1400) mol™' +8,314J K 'mol™! 298,15 K In0,2 (5-175)

=-54K]J mol_l,

A,G = A,G% + RTInQ,
= -1400 ] mol™" + 8,314 ] K 'mol~! 298,15 K In20 (5-176)

= 6,0 k] mol .

Teda pri zlozeni vodného roztoku definovaného podmienkami (a) prebieha re-
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akcia spontanne zlava doprava, t.j. CH3Br je premieniany na CH3Cl. AvSak v pri-
pade podmienok (b) prebieha reakcia spontanne opa¢nym smerom a CH;Cl je nuk-
leofilnou substituciou transformovany na CH;Br napriek tomu, Ze hodnota standard-
nej reakénej Gibbsovej energie A;G° nukleofilnej substitticie CH3;Br mé zaporné zna-
mienko (—1,4 k] mol™)! Ziskané vysledky d'alej poukazuji na fakt, ze pomer [CH;Cl]
k [CH3Br] lezi pri dosiahnuti termodynamickej rovnovahy (A, G = 0) niekde medzi 10
a 1000.

Aby sme zodpovedali otazku o pomere [CH3Cl]/[CH;3Br] po dosiahnuti termody-
namickej rovnovahy, musime vypocitat rovnovaznu konstantu K;, ktora je reakénym

kvocientom Q, po dosiahnuti rovnovahy, teda pri A,G = 0. V rovnovahe preto plati

AG=0 = Q.,=K, (5-177)
0 A, GO
0= ArG + RTanr = ll'lKr = —ﬁ, (5—178)
z ¢oho
A.GO _ -1400 J mol~!

K, = e” RT =¢ 83141 K Imol 1 20815 K = 056 — 1 76, (5-179)

Pretoze

[CH5Cl],,[Br7]

L (5-180)

T [CH3Br]eq[Cl_]eq
pomer [CH3Cl]/[CH3Br] v rovnovahe pri konstantnych hodnotach [Br7] a [Cl7] je

rovny

CH;Cl Br~ 1073 mol dm™3
[ 3 ]eq _ [ ]eq — 176 0 mol dm - 88 (5—181)

[CH3Br]eq - r[Cl_]eq - 5 x 10_2 mol dm_3

Poznamka 2

Len v krdtkosti si zopakujme, Ze chemicky potencidl latky i pri jej transfere z jedného systému
do druhého (napriklad prechod z jednej fazy do druhej) alebo jej premene v ramci studovaného
chemického systému (v dosledku chemickej reakcie) je mozné vyjadrif pre plynné (g), kvapalné

(1), ako aj pevné (s) skupenstvo pomocou fugacity danej litky (teda jej tendencie ,uniknuf“
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z daného systému), pricom pre fugacitu ldtky i v jednotlivych skupenstvdch plati:1°

fig =pi =Xigp (5-182)
fir=rap; (5-183)
fis = VisPis (5-184)

kde p; je parcialny tlak latky i v zmesi plynov, x;s je molovy zlomok latky i a p je celkovy
tlak zmesi plynov, p}; je tlak nasytenych par nad cistou latkou v kvapalnom skupenstve, p; je
tlak nasytenych par nad Cistou latkou v pevnom skupenstve, y; a y;s su aktivitné koeficienty
vyjadrujiice neidedlne spravanie sa pdr v dosledku medzimolekulovych interakcii; hviezdicka
¥ symbolizuje referenény stav a to ¢isti latku v kvapalnom, respektive peviiom skupenstve.
Podobne pre roztok prchavej organickej litky i v organickom rozpiistadle, alebo v nasom

pripade jej vodny roztok (aq), plati:
fiaq = Viag¥iaqfil = Viag¥iaqPi1- (5-185)

Preto chemicky potencidl latky i v roztoku mozno vyjadrif ako

. . fi .
Miaq = Wi + RTIna;,q = py + RTIn [% =y + RTINY 0 Xiaq, (5-186)

*

il
kde a;,q je aktivita latky i v roztoku a ako referencny stav berieme Cistii latku i v kvapalnom
stave.

Pri rozdel'ovani ldtky i medzi dve fazy (plyn/kvapalina; navzdjom nemiesatelné kvapalné
fazy), v nasom pripade medzi plynnii fazu (g) a vodu (w), dochddza za danej teploty a tlaku
pri naruseni termodynamickej rovnovahy (napriklad pridavkom ldtky i do jednej z fdz) k po-
stupnému vyrovnaniu sa chemickych potencidlov latky i v oboch fazach (dochddza k zvysenému

prenosu ldtky i do jednej z faz), az kym sa oba potencidly nevyrovnajii.
pi1 = pj + RTIna; = pii; + RTInx;; yiy = py + RTInx;; + RTlny;; (5-187)

piz = Wiy + RTInx;, + RTny;, (5-188)
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Pre rozdiel potencidlov, ktory riadi prerozdelenie latky i medzi jednotlivé fazy plati

pit — pin = RTIn 2L 4 RTIn L, (5-189)
Xi2 Vi2

Po dosiahnuti rovnovdhy (p;1 = pip) dostavame vyraz

0= RTIn>L + RTIn2L = RTInK%, + RTIn 22, (5-190)
Xi2 YVi2 Yi2

z ktorého po jednoduchej matematickej tiprave (e™* = x) mézeme vyjadrif hodnotu prislusnej

rovnovdznej konstanty K, vyjadrenej na bdaze pomeru molovych zlomkov x;; a x;, v jednotli-
] YK vy ] p Y i i2V]

vych fazach:
RTIny;1—RTIny;
Ki,=e ' " (5-191)
alebo
A12G;
Kjj,=e *, (5-192)

kde A1,G; je zmena standardnej Gibbsovej energie pri rozdel'ovani latky i medzi dve fazy 1 a 2
vyjadrend na baze molovych zlomkov ldtky i v jednotlivych fazach.

Ako chemici sa Casto stretdvame s vyjadrenim koncentrdcie latky v roztokoch pomocou mo-
lovych koncentrdcii (mol L7Y, t.j. mol dm=3). Molové zlomky vsak mozno jednoducho previest

na molové koncentrdcie pomocou nasledovného vztahu

Ciag = =23, (5-193)

v ktorom c;,q je koncentrdcia ldtky i (mol dm=3) v roztoku a Vaq (dm3mol~') je molovy objem
roztoku.
Zavedenim rovnovdzZnej konstanty K£,, vyjadrenej pomerom molovych koncentrdcii ldtky

i vo fazach 1 a 2 potom dostdvame

, V, RTlny;; - RTlny;
InKf), = In“L = —1r1v—1 - n)’leT nyis
Ci2 )

(5-194)
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a pre samotnii rovnovdznu konstantu K£,, dostdvame vyraz

V2 _ RTIny;; -RTInyjp

K&, = 2o 2 5-195
112 Vl ( )
alebo
V A126G;
K&, ==2e fr. (5-196)
Vi

Pre zmenu Standardnej Gibbsovej energie (A1,G;) pri rozdelovani ldtky i medzi dve fazy 1
a 2 vyjadrenii na baze molovych koncentrdcii latky i v jednotlivych fazach po dosadeni (5-196)

potom plati

AIZGS = —RTll'lKiclz = —RTIHQ + AIZGi = RTIHQ + AlZGi (5—197)
Vi V,
Ako sme uz uviedli, pre fugacitu prchavej organickej ldtky v roztoku (aq) plati vziah (5-185).

Ak sa jednd o zriedené roztoky (predpokladdme, Ze aktivitny koeficient yi,q latky i je kon-

’

Stantny), mozno fugacitu ldtky i v roztoku vyjadrif zavedenim konstanty K/ aq

fiaq = Viaqxiaqp;'el = Ki’H,aqxiaq’ (5_198)

¢im dostdvame znamy Henryho zdkon o rozpustnosti plynov v kvapalindch

’ * p xlgp
Kifaq = ViaqP5 = =— = —— (5-199)
Xiaq Xiaq

V tomto pripade dostavame rovnovdZnu konstantu vyjadrenii na bdze parcidlneho tlaku a molo-
vého zlomku v plynnej faze, tak ako to pévodne zaviedol Henry, preto jednotkou tejto konstanty

je bar (pripadne atm) a jej hodnota je vidy zlomkom celkového atmosferického tlaku (p =1

)

bar), preto Henryho konstanta Ky, aq

o Loy x . , ,
je ciselne rovnd konstante K|, vyjadrenej na bdze po-

meru molovych zlomkov x;1 a x;, v jednotlivych fazach v nasich predchddzajiicich tivahdch

<. - Xigh  Xig- 1 bar
iH,aq —

= =K%, -1 bar (5-200)
Xiaq Xiaq 12

Castejsim vyjadrenim rozpustnosti organickych ldtok v kvapalnej faze sii vsak molové kon-

centrdcie (podobne ako mdme v nasom zadani), preto je Henryho konstanta casto uvddzand aj
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v jednotkdch bar L mol™! (pripadne Atm L mol~" alebo Pa L mol~'). Henryho konstantu na bdze
parcialneho tlaku a molovej koncentrdcie v kvapalnej faze Kiy aq je mozno z povodnej Henryho
konstanty vypocitaf jednoduchym vyndsobenim molovym objemom Vaq prislusnej kvapalnej

fazy

Xigh  Xjg-lbar x;-1bar_ . = L —
Kitaq = = ; - Vaq = KiH,aanq = YViaqPi1V aq- (5-201)
= iaq

Na zdklade predchadzajiicich tivah je mozno Henryho konstante Ki’H,aq priradif zodpove-
dajiicu hodnotu zmeny standardnej Gibbsovej energie pri rozdel'ovani ldtky i medzi dve fdzy
vyjadrenti na baze molovych zlomkov v jednotlivych fazach (A1,G;). V pripade Henryho kon-
Stanty na bdze parcidlneho tlaku a molovej koncentrdcie v kvapalnej fize je mozno vyjadrif

prislusnii hodnotu zmeny standardnej Gibbsovej energie A1, G7* ako

XC
_Alzci

Kitaq = K;H,aanq —e TR, (5-202)

z ktorej po nasledovnych jednoduchych matematickych operdcidch (logaritmovanie, prendsobe-

nie faktorom RT a prendsobenie jednotkou)

, — —  _AnG;
Kitiaq = KipaqVaq = Vage™ 1 (5-203)
—  ALG;

InKjp10q = InV,q - ;;T ! (5-204)

RTInKjjy0q = RTINV ,q — A1 G; (5-205)

~RTInKjpj g = A12G; —RTInV g (5-206)

dostdvame nasledovny vziah medzi A1, G a A1, G;

A1,G = A5G = RTInV . (5-207)

Tento vyraz sme pouzili aj v nasom priklade pri zakomponovani Henryho konstanty do vypoctu

standardnej tvornej Gibbsovej energie AfG? (aq) ldtky i vo vode

A¢GY (aq) = AfGY (g) — Ay GX = A(GY (g) — (-RTInK;yy (w) ) (5-208)
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A¢G! (aq) = AfGY (8) ~ [AqwGi — RTInV,, | = AtG} () + RTInK;y (w) (5-209)

Na zdver este pre tiplnost doplrime, Ze pre praktické aplikdcie, ako je napriklad rovnovdzna
redistribiicia ldtky i v multifizovom systéme, je uZito¢né vyjadrit Henryho konstantu pomocou

molovej koncentrdcie latky i v oboch fdazach, teda ako bezrozmernii rozdel'ovaciu konstantu

Kig,aq i
K. _ Cz_g _ Kz'H,aq _ Viaqpilvaq (5_210)
1844 Ciag RT RT '’
pretoze
Cig = %. (5-211)
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6 Nocturni matematicci

Tato kapitola zahfria vybrané priklady nepriamo savisiace s kurikulom predmetu
FCh2, ktorych hlavny acel je precvi¢ovanie matematickych zru¢nosti pocas dlhsich
studijnych vecerov. St zamerané na diferencialny a integralny pocet, teda témy, ktoré
st nezriedka ,bolavé” pre Studentov nematematickych prirodovednych odborov. Na-
sledujuce priklady teda mo6zu slazit studentom, ktori st ochotni sa postavit sa tejto

téme Celom a tréningom sa v nej zdokonalit.

Nocturno primo: V$eobecné rieSenie rovnice d*f(x)/dx* = —x*f (x)

Najdite vyraz pre vseobecné realne rieSenie jednorozmernej diferencialnej rovnice

dzf(x) 2
d—xz = —-K (.X') (6—1)
Riesenie
Jednorozmerna diferencialna rovnica
d2
=
2R, (62
X 2
P +x°f(x)=0

je obycajnou diferencidlnou rovnicou druhého radu bez pravej strany. Exponenty jej

partikularnych rieseni ndjdeme pomocou zodpovedajucej charakteristickej rovnice

A2+x?=0 (6-3)
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s dvoma komplexnymi korerimi

A =K,
(6-4)
Ay = —iK,
ktorym zodpovedaju dve partikularne rieSenia
g (X) — eiKX,
6-5
go(x) = e, o

Vseobecné riesenie rovnice (6-2) je I'ubovolnou linedrnou kombinaciou partikular-
nych rieSeni (6-5)

f(x) = c11(x) + 0282(x) = c1 €™ + cpe7**, (6-6)

Namiesto komplexnych funkcii g;(x) a go(x) moZno pouzit aj ich ¢isto realne line-

arne kombinéacie

_ 81(x)+g(x)  cos(xx)+i sin(xx)+cos(kx)—1i sin(xx)
B 2 B 2

- 81(x)—g2(x)  cos(xx)+i sin(xx)—cos(xx)+1 sin(xx)
- 2i B 2

hy(x)

= cos(kx), (6-7)

hy(x =sin(xx), (6-8)

kde sme pouzili Eulerov vzorec e'® = cos(¢)+1i sin(¢). Vieobecné riesenie rovnice (6-2)
v obore redlnych ¢isiel mozno teda napisat ako I'ubovolnt linearnu kombinaciu fun-

kif (6-7) a (6-8)

f(x)=cyhy(x)+ cahy(x) = ¢1 cos(kx) + ¢, sin(kx), (6-9)

kde ¢y, ¢, € R.
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Nocturno secondo: Transformacia Laplaceovho operatora z kartézskych

do polarnych suradnic

Diferencialny Laplaceov operator A je v kartézskom stradnom systéme definovany
ako suma druhych parcialnych derivacii podl'a kazdej zo stradnic. V pripade dvojroz-
mernej sustavy ho teda mozeme zapisat ako

2?2 9?

A=V?=—

92 + a—yz (6—10)

Transformujte tento operator do polarnych sturadnic.
Riesenie

Polarny stradny systém je definovany pomocou suradnic r a ¢, teda vzdialenosti od
, s s . —> o s
stredu stradného systému a uhla medzi osou x a vektorom r". Transformacia kartéz-

skych stradnic na polarne je dana jednoduchymi vztahmi

r=4x?+y? a ¢= arctg%. (6-11)

Uvazujme I'ubovolInt funkciu dvoch premennych f(x,y), na ktora pdsobime Lap-

laceovym operatorom. Potom ide o vyjadrenie transformacie

A(x)f (x9) = Alr, ) f (1, ¢), (6-12)

kde I'ava strana je

°f(x, 2 f(x,
Aty fiey) = L) g‘;’;”. (6-13)

Pre jednoduchost zavislost operatora A aj funkcie f na premennych x a y alebo r a ¢

nebudeme v dal'Som zapise uvadzat a transformujeme jednoducho

9° 0?
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Polarne stradnice r a ¢ zavisia na kartézskych saradniciach x a y podla vztahov
(6-11). Z pravidla derivacie zlozenej funkcie priamo vyplyvaju vztahy pre parcialne

derivacie funkcie f(r,¢)

of of ar of 9 af af ar _of
ox or oxTap ax L Gy or oy 96 Iy (6-15)

Druht parcialnu derivaciu podl'a x mézeme potom vyjadrit ako

P _ 2 (f ar of 2
W‘ax(ar t 96 ax) (6-16)

a po roznasobeni dostaneme

c?z_f_ia_fﬁ+8f88r+ 8fc9(j> 8f89q5 (6-17)

dx?  ox\dr)ox or ox\dx) dx\dp)ox 9¢ ox \ ox -
Pre zlepsSenie prehl'adnosti Styri cleny na pravej strane rovnice (6—17) ozna¢ime sym-
bolmi A, B, C, D, teda

2
%:A+B+C+D (6-18)

Potom jednotlivé ¢leny upravime nasledovne

A:la(g_f)l& [82]‘ 8r % f I |or

- =575,

dx or? ara¢ dx | dx

SR

- or Jr ox?

c- [ (f)lacp Pf or Pf 99|99 (o1
dx \do

dpar Ix Py Ix|ox
8¢> 8x (9x dp Ix?

Zavedieme skrateny zapis prvej a druhej parcialnej derivacie vseobecnej funkcie

P(q,r)
JapP %P

g 1 ggar Tl (6-20)

kde dolny index funkcie znamena jej parcialnu derivaciu podla uvedenej premenne;.
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V takomto zapise je mozné stru¢ne zapisat rovnicu (6-18) s dosadenim odvodenych

vztahov (6-19) ako

fxx = (frrrx + fnj)(l)x)rx + frrxx + (frqbrx + fcqu(Px) (Px + f¢¢xx' (6_21)

Postup pre vyjadrenie parcialnej derivacie f,, je uplne analogicky postupu pre fi,
popisaného rovnicami (6-16) az (6—-19). Kompletny Laplaceov operator posobiaci na

funkciu f m6Zeme teda zapisat nasledovne

A = fes+ oy = (rec+13)
+ fo(Dxx+ yy)

F (2 472) (6-22)

+ fop (49% + <P;)
+ 2fr¢ (rx(j)x + ryc;by).

V poslednom kroku postupne vyjadrime prvé a druhé parcialne derivacie polar-
nych stradnic podla kartézskych saradnic r,, Ty Py, qi)y, Txxsr Tyys Prxs (f)yy, ktoré vystu-
puja v rovnici (6-22). Vychadzame pri tom z transformacénych vztahov (6-11). Prvy

¢len r, upravujeme

Jdr d 1 1 0 1 1 X
_or_ o o o L L g o 2y 1 _x _
LR i T AR A B s (¥ +7) 2—x2+y22x . (6-23)

Pre ¢len r, analogicky plati

_7 (6-24)

Parcialne derivacie ¢, a ¢, upravujeme

_dp _ 2 A R A -
Px= ox axarctg(x)_ 14_(%)2 ' é’x(x)_ 1+(%)2 xz;zyz x2ry? 2 (6-25)
dp _ d (})) 1 8(3;) 1 x X
=5, = poarctg| T )= el bl = = 6-26
by 7y ayarcg . 1+(§)2 Iy \x 1+(%)2 iyl 7 ( )
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Pre vyjadrenie druhych parcidlnych derivacii eSte raz zderivujeme vysledné vztahy

(6-23) az (6-26) a dostaneme

d (x\ r—xr, r-x-% p-2 =22 02
L e e = N
x\r r r r r r
r2—y? .
=3 (analogicky k r,,), (6-28)
d( v 0-p-2r-r 2pr-T 2xy
J [ x 0—x-2r-r 2xr-% 2xy
(pw_&_y(ﬁ): e e (6-30)

Nakoniec uz iba dosadime parcialne derivacie vyjadrené vo vztahoch (6-23) az

(6—-30) do rovnice (6-22)

r3

2xy  2xy
(5 -7)
2

ol

a cely vyraz sa zjednodusi

2r2 —(x* +p? 2, 2 2, .2
Af:fr[—(rg, )] o0 +a ) e ) v2e(5-5)
2_ 2 2 2 _
:ﬁ(er3r ) 0 +frr(:_2) +f4>¢(:—4) +2£,5(0) (6-32)
:fr(%) 0 +£,0) +f¢,¢(r1—2) 10.

Odtial nakoniec dostavame vyraz pre Laplaceov operator v polarnych saradni-

ciach v standardnom zapise

9 (6-33)
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Nocturno tercio: Vseobecné analytické riesenie PDR pre difaziu v

jednorozmernom pripade Dd*c/dx* = dc/dt

V jednorozmernom pripade ma rovnica diftzie nadobtuda tvar

b d%c(x,t) _ de(x.t)

522 FTE (6-34)

Predpokladajme, Ze je mozna separacia premennych a rieSenie rovnice (6-34) je
mozné napisat v tvare

c(x,t) = X(x)T(¢). (6-35)
Dosadenim vyrazu (6-35) do rovnice (6—34) dostavame

DaZX(x)T(t) _ OX(x)T(t)

0x? B ot
2
DT(t)% - X(x)% (6-36)

1 *X(x) 1 JT(¢)
X(x) dx2 ~ DT(t) ot °

Lava strana rovnice (6-36) vsak zavisi iba od suradnice a prava iba od ¢asu. Ak ma byt
tato rovnica splnena pre dany cas rozlicné hodtoty x (a naopak), buda sa musiet obe

strany rovnice rovnat stcasne tej istej konstante «

1 dT(1)

DT() dt @ (6-37)
1 d*X(x)
F}C)Tf = a. (6—38)
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RieSenie rovnice (6—37) najdeme separaciou premennych

dT(1)
m—dl)dt
TOarw) [ ,
= [ aDd
/T<0) T(t) /oa t
(InT(t')] 7o) = [aDt'Th (6-39)
T({t) _
lnm aDt

Rovnaky vysledok dostaneme, ak pre rovnicu (6-37), prepisant do tvaru obycajnej

diferencialnej rovnice prvého radu s konstatnymi koeficientami bez pravej strany

—dgit) —aDT(t)=0 (6-40)

najdeme exponent partikularneho riesenia ako koren charakteristickej rovnice

A-aD=0 = A=aD. (6-41)

Zodpovedajiice véeobecné riesenie v tvare T(t) = Ce** poskytuje riesenie totozné s rov-

nicou (6-39), kedze pre t = 0 dostavame T(0) = Ce*? = C.

Riesenim rovnice (6-38), po Gprave do tvaru

42X (x)

7 = /\X(X) (6—42)

sme sa zaoberali v casti Nocturno primo. Je vsak potrebné blizsie Specifikovat pod-
mienky, za ktorych riesenie rovnice (6-34) hladame. Ak budeme uvazovat len rieSenia
na usecke x € (-1, I) (o nie je na ujmu vseobecnosti) so znamym pociato¢nym rozlo-

Zenim koncentracie na nej, ur¢enym funkciou

c(x, t =0) = co(x). (6-43)
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Ako ukaZeme niz$ie, postaci nam uvazovat iba rieSenia rovnice (6-2) pre
Ap=-x%, K=—), (6—44)

kde n je celé ¢islo n > 0, ktoré maja v zmysle (6-9) tvar

X, (x)=a, cos(nTnx) +b, sin(@), a,,b, € R (6—45)

Ku kazdej takejto funkcii X,,(x) prislacha zodpovedajtca funkcia T,,(t) v tvare, urce-
nom rovnicou (6-39),s A, v tvare (6—44), takZe jednotlivé riesenia rovnice (6-34) maja

v zmysle rovnice (6-35) tvar

nmx —n272Dt/12

X, (x)T,(t) = [ancos($)+bn sin(T)]e (6—46)

Doévodom, preco postaci pre takto zadana Glohu uvazovat iba s rieSeniami rovnice

(6-34) v tvare (6-46) je skutocnost, Ze funkcie cos(*7*) a sin(**

) tvoria na intervale
x € (-1, I) ortogonalnu bazu funkcii, do ktorej mozno funkciu ¢y(x) rozvinat pomocou

Fourierovho rozvoja

co(x) = ﬂ_zo + Zun cos(nlﬂ) + an sin(@), neN (6-47)

n

(prvy ¢len sme napisali v tvare a,/2 koli jednotnej formulacii pre vypocet koeficientov

ag, rovn. (6-56)). Vysledné rieSenie c(x, t) ma potom tvar

c(x,t) = 0_20 + Z[an cos(nTnx) +b, sin(#)]e‘”znzm/lz, neN. (6-48)

Ostava stanovit koeficienty ay a by Fourierovho rozvoja (6—47), ¢o je znama mate-

maticka procedtra.*? Funkcie cos(**) a sin(*]*) st na intervale x € (-, I) navzajom
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ortogonalne, pretoze plati

!
/lcos(g)cos(m?x)dx = Omml, (6—-49)
!
/sin(nTnx)sin(m;Zx)dx = Omml, (6-50)
-1
I
/cos(nTnx)sin(m;Zx)dx Y (6-51)
-1

kde 6,,, tzv. Kroneckerovo delta

Omn=1, VYm=neN, (6-52)
Omn=0, VYm=zneN. (6-53)
Koeficient a; preto mozno ziskat vynasobenim rovnice (6-47) funkciou cos(k?") a

naslednou integraciou na intervale x € (-I, I)

co(x)cos(k?—x) = [@+Zancos Zb sin( ]cos(k7;x) (6-54)
)
/co(x)cos(kg)dx = /[—+ ancos Zb sin(—— (le(x)dx

= ao/Z/lcos(k?)dx+

Zan/ cos( ) cos( k7;x)dx+
Zb /sm os(?)dx

= akl (6-55)

!
%/co(x)cos(@)dx a, k=0,1,2... (6-56)
-

kde sme vyuzili vztahy ortogonality (6-49) a (6-51). Uplne analogickym spdsobom s

vyuzitim vztah (6-50) a (6-51) dostavame pre koeficienty by vztah

!
%/Co(x)sin(k?l{—x)dx = b, k=102... (6-57)
-1

177



K najdeniu jednoznaéného rieSenia rovnice (6-38) s pociatocnou podmienkou (6-43)
potrebujeme este Specifikovat okrajové podmienky. Tie urcuju, aky je charakter pocia-
tocnej a koncovej steny (formalne pociato¢ného a koncového bodu). Steny mozu byt
pre difundujacu latku nepriepustné, alebo moze byt na stene konstantna koncentra-
cia tejto latky, pripadne moze byt konstantny jej tok cez tieto steny a podobne. Pre
urcenie vysledného tvaru funkcie c(x,t) pouziteIného pre vlastné vypocty je preto po-
trebné okrajové podmienky adekvatne matematicky sformulovat. Nebudeme sa tu za-
obera danou problematikou v plnej Sirke, za vSetky si rozoberme len pripad uplne

nepriepustnej pociato¢nej i koncovej steny.

Analytické riesenie PDR pre difuziu v jednorozmernom pripade s nepriepustnymi
stenami. Tento pripad fyzikalne zodpoveda napr. ¢asovému vyvoju koncentracie v
uzavretom sklenenom valci alebo trubici so znamym pociato¢nym rozlozenim kon-
centracie. Pre takyto valec ma vyznam uvazovat o jeho prierezoch, ktoré si urcené len
suradnicou pozdiz valca, ktorého os stotoznime s osou x. Pokial je koncentracia na
celom tomto priereze rovnaka, t.j. nezavisi od suradnic y ani z, iba od x, jedna sa o
jednorozmerny problém a vyvoj v takejto sistave mozno popisat rovnicou (6-34).
Potrebujeme vSak zabezpecit, aby cez koncové steny netiekol ziaden latkovy tok.
UvaZujme umiestnenie valca v kladnom smere osi x t.j. na intervale x €< 0,/ > a funkcia
co(x) nech urcuje pociatocné rozlozenie koncentracie na nom. Riesenie rovnice (6-34)
budeme vsak hladat na symetrickom intervale x €< -,/ >, pricom funkciu ¢y(x) na

intervale x €< —1,0 > dodefinujeme symetricky (parne), t.j.

co(—x) = co(x) (6-58)

V prvej Casti tejto kapitoly sme nasli vseobecné rieSenie takéhoto problému, dané rov-

nicou (6-48). KedZe funkcie cos(*7*) a sin(*}*) st periodické, mame automaticky za-
bezpecené, ze funkcia cy(x,t) je symetricka oproti bodom x =0, +1, +2[ ..., t;.
c(x+0o,t)=c(x—0,t), Yt=>0, Vo=>0. (6-59)
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Pre nas ma tato vlastnost vyznam hlavne v bodoch x = 0 a x = [ v ktorych sa nachadza
pociato¢na a koncova stena valca. Ked'Ze je rozlozenie koncentracie nalavo a napravo
od tychto bodov v kazdom case symetrické, neexistuje v nich Ziaden koncentra¢ny
spad a tok latky cez tieto steny musi byt preto nulovy. Fyzikalny vyznam bude mat
pre nas iba cast riesenia na intervale x € (0, I), kompletné rieSenie na x € (-I, I) vSak
potrebujeme na zabezpecenie nepriepustnosti okrajovych stien.

Parita funkcie cy(x) ma dopad na rozvojové koeficienty v rovnici (6-48). Funkcie

sin(*7*) s neparne, sGcin cy(x)sin(=*)

je teda ako stcin parnej a neparnej funkcie
vzdy neparny. Koeficienty by dané rovnicou (6-57) predstavuja integral neparnej fun-

kcie na symetrickom intervale, ktory je nutne nulovy,
by=0,YkeN (6-60)
a v rozvoji (6-48) zostavaju len parne kosinové prispevky

c(xt) = “_20 +Y a, cos(nTm)e_”znth/lz. (6-61)

n

Nocturno quatro: Odvodenie vyrazu pre strednt rychlost ¢astic z Maxwellovej-

Boltzmannovej distribucie

V ramci kinetického modelu idealnych plynov sa stretneme s jednym z centralnych

vztahov pre Maxwellovo-Boltzmannovo rozdelenie ¢astic podIa ich rychlosti

Mv
f(?/) = 47((@) vze_W. (6—62)

Aka je pri takomto rozdeleni priemerna rychlost castic plynu pri danej teplote T a

molarnej hmostnosti M?
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Poznamka

Tiito rychlost oznacujeme zvycajne symbolom ¢ a voldme ju strednd rychlost. Je definovand ako
strednd hodnota rychlosti zapisand pomocou hranatych zdtvoriek (), nie je to vsak ni¢ iné ako

prosty integrdl cez sucin veli¢iny s funkciou jej rozdelenia, teda

c=(v)= /Ooo vf(v)dv. (6-63)

RieSenie

Odvodenie kone¢ného vyrazu pre strednt rychlost obnasa vyhodnotenie tohoto integ-
ralu. Ide o pedagogicky vel'mi uZzito¢né cvicenie, nakol'ko si v jeho procese prakticky
pripomenieme zakladné techniky integrovania, ako su substitucia, per partes, praca s
limitou aj L'Hopitalovo pravidlo.

Prvym krokom je dosadenie vyrazu (6-62) do integralu (6-63) a vynatie konstant

pred integral

3

e M 2 Myp?
= 4 20-2rT d
c /Ovn(anT)ve v

3

M 2 o0 Mv2
=4 3¢72kT .
n(anT) /0 ve v

Pre zjednoduSenie nasledujucej prace zdruzime vsetky konstanty a nahradime ich

(6-64)

symbolmi A a B

3/2 M
A=4 , B=——. 6-6
" ( ZnRT) 2RT (6-65)
Takto mozeme vyraz pre stredna rychlost zapisat jednoducho ako
c= A/ v3e B dy. (6-66)
0

Nasledujtcim prirodzenym krokom k vyhodnoteniu integralu (6—66) je substitu-
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cia, ktora nam umozni odstranit druhtt mocninu z exponentu, teda

u=Bv> — du=2Bvdv — wvdv= Czl—g (6-67)
Integral (6-66) upravime tak, aby sme don mohli pohodlne dosadit prave odvodené

vyrazy namiesto Bv? a vdv, teda

BN

c=

© 2
/ v3e B dy
0

*B
/ Zv2ve B dy (6—68)
0

B

b 2
/ Bv2e B ydy
0

ool

Pokracujeme samotnou substittciou, pri¢om sa cely vyraz mimoriadne zjednodusi

E—A/mue_”du
B/, 2B

— A ®
~ 2B2 J,

(6-69)
ue “du.

Ako vidime, ide o integral sucinu dvoch zakladnych matematickych fukncii, ktoré
integrovat samé o sebe je vcelku trivialne. V takych pripadoch automaticky pouzivame

integrovanie po castiach (per partes).

Poznamka
Vyraz pre integrdciu per partes si studenti obvykle pamdtajii faZsie. Naproti tomu, vyraz pre
derivdciu per partes je vel'mi l'ahké si zapamatat, zrejme vdaka jeho symetrii. V zjednodusenom

zdpise, kde derivdciu oznacujeme apostrofom, md podobu

(fe)=fg'+f's (6-70)

Ak pozname derivdciu per partes, tak pravidlo pre integrovanie per partes mézeme z neho hravo

odvodit v dvoch krokoch. Po preintegrovani oboch strdn

fg=/fg’+/f’g (6-71)
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a jednoduchom preskupeni jednotlivych ¢lenov napokon dostaneme vysledny vziah

/f’g=fg—/fg’- (6-72)

Ostava zvolit, ktort z dvoch stucinovych fukncii v integrali (6-69) budeme chciet
integrovat (ta stotoznime s f’) a ktora derivovat (ta stotoznime s g). KedZe nasim
cielom je zjednodusenie, vol'ba je vcelku jasna

frmemo= fe=me (6-73)

Integral (6-69) teda s vyuzitim tychto vyrazov a pravidla per partes (6-72) nadobuda

formu

A o

= ue *du
25%J0 (6-74)
_ i(u(—e—“) oo—/ool(—e_”)du).

Zostavajuci integral je trivialny zvlast s prihliadnutim na fakt, Ze sme jeho rieSenie
f'=e" — f =—-e* vyuzili uz v predoslom kroku. Napokon teda vyraz pre strednu

rychlost prechddza do formy, ktora je potrebné vyhodnotit na intervale (0,00)

A 0 &0
c=—|-ue™ +/ e “du

(—ue ™™ —e™)

- 2B2 0

Pre vyhodnotenie vyrazu v zatvorke v krajnych bodoch 0 a co pouzijeme limity

AT
c= 52 _ulgrgo(—ue_” —e ") —llliir(l)(—ue_” —e_”)]
AT .. 1 a1 Uy e
_ AT _ 6-76
S A e ) = Jim ) limue )+ lime )| (679
ar
= — |- lim (ue‘”)—O-i—O—i—l].
2B2| w5
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Vidime, Ze tri limity vieme vyhodnotit okamzite, no to neplati pre zostavajuci vyraz
lim,_,, (ue™), ktory je typickym prikladom limity typu 2. Pre takéto typy limit (a
podobne aj pre typy %, 0- 00, 0o — 00, 0¥ alebo o0”) vyuzivame L’Hopitalovo pravidlo,
ktoré hovori, Ze limita podielu takychto funkcii je rovna limite podielu ich derivacii,
teda zjednodusene

limi = limf—, (6-77)

8 8
Aplikovanim I’Hoépitalovho pravidla na vyraz (6-76) napokon dostavame vel'mi jed-

noduchy tvar pre strednt rychlost

= A im (i)] (6-78)
2B2 | u—oo \ g4
A

= 2p2 1170l

A

~ 2B%

Poslednym krokom je spatné dosadenie konstant A a B (6—65) a niekol'ko jednodu-
chych matematickych tprav, ¢im ziskame kone¢ntt podobu vyrazu pre strednt rych-

lost ¢

()
RT (6-79)
TC
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