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Par slov na uvod

Existuju tri rozne veci, ktoré si Tudia ¢asto zamienaju: prirodu, fyziku a
matematiku. Uzko spolu stvisia, st vak odligné. V skolach sa ¢asto uci
matematika, potom sa prida fyzika a priroda zostava vonku za oknami. Vo
vysledku to moéze dopadnut tak, Ze ziaci a Studenti nemaju radi fyziku,
nechapu na ¢om im je matematika a nerozumejii mnohym prirodnym javom.

Je to gkoda, fyzika a matematika tvoria zaklad nasej snahy porozumiet
svetu okolo nas. Odrazovym mostikom je pozorovanie prirody, ktorym to
nanestastie pre mnohych aj skonéi, pokochaju a st spokojni: ,,Jééj, aka pekna
duha!” a hotovo. Niektori si v8ak kladu otazku: ,Preco?” Preco vznika
duha? Preco len ked prsi? A preco sa nachadza prave tam? Preco nie je
véicsia ¢i mensia? Formovat a overovat modely a hypotézy o tom, ako nieco
funguje v prirode, to je tlohou fyziky. Ludia za tito ¢innost plateni sa volaju
fyzici. Alebo chemicky ¢ biologicky alebo geografovia. Priroda ma mnohé
Specifické zakutia, na ktoré sa sustredi Specifickd ¢ast vyskumnikov a tak
dostali Specidlnu meno. Spolo¢ne ale skiimame prirodu, premyslame, ako
funguje.

Problém s vymyslanim teorii ako nie¢o funguje je taky, Ze ¢lovek si l'ahko
— a dokonca tplne netimyselne — moéze vymysliet nezmysel. MozZe si vymysliet
teoriu, ktora znie pekne, ale nespravne opisuje prirodny jav. A tu vstupuje
do hry matematika. Pomocou matematiky vieme formulovat a spocitat, teda
vydislit, dosledky fyzikalnych teérii a vysledok mozeme viac ¢i menej presne
porovnat s pozorovaniami. Ak predpoved nesedi s vysledkom pozorovani,
musime tedriu opravit. Ak sa opravit neda, treba ju zahodit.

Ak déva teoria predpovede, ktoré si v zhode s experimentom, mozeme
spokojne prehlasit, Ze je spravna? Nie, nemo6zeme. Vo vede dokazeme len
vylucit nespravne predpovede, nevieme potvrdit tie spravne. Ak sa vSak dost
dlho nepodari vyvratit nejaki teériu, opatrne ju prehlasime za (docasne) na-
jlepsi znamy opis prirody. Zoberme si ako priklad Newtonovu tedriu gravita-
cie. Presne opisovala javy na Zemi aj na oblohe a tspes$ne odolavala snaham
o jej vyvratenie a tak bola dlho povazované za najlepsi vtedy dostupny opis
gravitacie. Postupne sa odhalili nepresnosti, ktoré tispesne objasnila Fin-
steinova vSeobecné teoria relativity. O ziadnej aktualnej teorii si netriafame
povedat, Ze je definitivna; urcite nie ¢o sa tyka fundamentalnych fyzikalnych
teorii. Su to naSe aktualne najpresnejSie matematické modely prirodnych
javov, ktoré mame.

Teoretickd fyzika operuje v trojuholniku priroda-fyzika-matematika na



spojnici medzi fyzikou a matematikou. Teoretici a teoreticky skimaju, aka
matematika je schopna opisovat viac ¢i menej rozumni fyziku a ako z fyzikal-
nych teorii ziskat overiteIné odpovede. NaSou tlohou v tomto kurze bude
pochopit prave tieto aspekty, teda ako rovnice opisuju prirodu. Alebo este
presnejsie, ako sa priroda v rovniciach zrkadli. Bude naSou snahou to robit
pomocou ¢o najjednoduchsej matematiky, lebo pri zlozitych vypoctoch plati,
Ze pre stromy bezne nie je vidiet les. Dolezitejsie, ako vediet rovnice riesit —
to sa predsa u¢i na matematike — bude ako rovniciam rozumiet.

Existuje znama, viac-menej filozoficka, otazka, ¢i matematiku objavujeme
alebo vynachadzame. Znie zvlastne, vychédza z pocitu prekvapenia, Ze po-
mocou fyziky a matematiky vieme vesmir opisat neuveritelne presne, bezne
na mnoho desatinnych miest. Pozrime sa napriklad na ¢isla. Niektori tvrdia,
Ze priroda pozna len prirodzené ¢isla. Ich nazov tomu nasvedcuje. Existuje
vo vesmire nieco, ¢oho je —2, % alebo 77 Alebo st to nase uzitocné koncepty
pre pracu s dlhmi, delenim ¢i uhlami? Ze otazka povodu matematiky nemé
jasnu odpoved znamend, Ze matematika celkom presvedéivo vzbudzuje do-
jem — ¢ uz skuto¢ny, alebo nie — Ze ju vytvarame. Preco ju robime? Aby
odzrkadlovala prirodu. Aj tento stvis sa budeme snaZzit vyhladat a pochopit.

Je zaujimavé, ze matematika vobec existuje a Ze je také efektivna na opis
prirody. Eugene Wigner napisal v roku 1960 ¢lanok The Unreasonable Ef-
fectiveness of Mathematics in the Natural Sciences, stoji za precitanie. V
nasledujicom texte vyuZzijeme tento tzky vztah v opa¢nom garde — pouzi-
jeme prirodu, opisanu z pohladu fyziky, aby sme si vybudovali intuiciu o
matematike, ktoré patri do zakladnych néstrojov fyzikalneho kurikula.

Malé technicka poznamka: v texte st vyznacené

e takymto sposobom,

otazky na premyslenie ¢i prediskutovanie. Ak si tento text ¢itate, mozete sa
nad nimi zamysliet. Ak tento text sledujete pocas prednasok, venujeme im
par minut. Tento text nema fungovat tak, Ze si ho ¢lovek precita, zapaméta
a zrazu bude u¢ivo ovladat. Z velkej asti je to objavovani, ¢i uz samostat-
nom alebo kolektivnom vo forme diskusie. Tieto poznamky st napisané pre
kurz, ktory trva dva semestre a mé rozne casové dotécie. Kym v zaklad-
nych témach sa snazime ist do hibky, pri zloZitejsich témach sa uspokojime
s prediskutovanim zékladnych bodov. V texte ¢asto predpokladam, Ze sa s
mnohymi pojmami Studenti uz stretli, preto sa namiesto definicii sustredim
hlavne na ich intuitivne priblizenie. Na konci kazdej kapitoly je par tipov



na projekty, ktoré sa vypracovavaji v ramci zavere¢ného hodnotenia, st in-
Spiraciou na dalsiu pracu nad rdmec beznej vyuchby.

Témy tohto textu jednoznacne prevysuju obsah zékladoskolskej a stre-
dogkolskej fyziky, aky je teda vyznam tohto kurzu pre buducich pedagdgov?
Dvojaky. Po prvé, je dobré byt pred ziakmi o krok napred a vidiet za oponu.
Odpovede na tazké otazky o ucive su ¢asto ukryté o troven vyssie, nez boli
polozené. Po druhé, vyznamnym cielom tohto textu je intuitivne priblizit
matematiku a niektoré diskutované oblasti fyziky mozno pdsobia okrajovo,
no dobre demonstruju aspekty geometrie, algebry ¢i diferencidlnych poctov.

TakZe, podme na to!



1 Pohyb hmotného bodu

1.1 Poloha a ¢as

Pohyb je zmena polohy voci ¢asu. Ak toto tvrdenie povazujete za bezprob-
lémové, tak ste zvyknuti rozmyslat vo fyzike pred 20. storoc¢im. Revolicia
kvantovej mechaniky a teodrie relativity spochybnila takmer vSetky podstatné
mené v prvej vete. Pohyb, poloha ¢ ¢as mozu byt komplikované pojmy.
Doprajme si vSak trochu Newtonovského romantizmu a podme preskimat
najjednoduchsi — a tym padom aj najnudnejsi — problém vo fyzike: pohyb
jedného hmotného bodu.
Pohyb hmotného bodu v priestore opisujeme pomocou troch funkcif

r(t) = (x(t), y(t), 2(t)) - (1)
e Zalezi na ich poradi? Je jednoznacné?
e Co je to vlastne funkcia?

Interpretacia tejto rovnice je priamodiara. Kazdému casovému okamziku
vieme priradit tri ¢isla a tieto ¢isla vieme interpretovat ako stiradnice, ktoré
opisuju polohu telesa. Pre jednoduchost budeme chvilu premyslat len o jed-
norozmernom pripade, teda poloha bodu je plne zadana jednou funkciou x(t)
— dé sa pod tym predstavit pohyb po ¢iare. Vo fyzike sa ¢asto stretneme s
prikladom telesa, ktoré existuje v troch rozmeroch, ale jeho pohyb je viazany
len na Ciaru.

e Viete vymysliet taky priklad?

e V matematike maju funkcie roézne vlastnosti, napriklad jednoznac¢nost, spo-
jitost ¢i hladkost. Ako by sa dala spojitost funkcie interpretovat v kontexte
predoslého vztahu? Musi byt poloha ¢astice spojité funkcia ¢asu?

Matematické funkcia je predpis, ktory &islam priradzuje ¢isla[l} Vo fyzike sme
vSak zvyknuti na rozmerné veli¢iny, teda nieco, ¢o ma hodnotu vyjadrent v
jednotkach — teda vzhladom na nejaki referenéna hodnotu. Typické jednotky
pre meranie priestoru a ¢asu st metre a sekundy. Rozmygslali ste niekedy, ¢i
niekto roztiahol ruky a povedal: ,HIa, toto je jeden meter?

IExistujt zobrazenia aj zloZitejsich objektov, to teraz mozeme ignorovat, aj ked neskor
narazime na viacero prikladov



So sekundou je to jednoduché, je to priblizne m dna. Preco je hodin

24 a nie 2 x 10, ale dlhsich? SkusSalo sa — napriklad vo Franctuzsku — len sa
to nechytilo. Cislo 12 ma velka vyhodu, dé sa celo¢iselne delit viacerymi
sposobmi — na polovice, tretiny, Stvrtiny, Sestiny, dvanastiny. Ked uz méame
12 hodin na ciferniku, je najjednoduchsie spravit jemnejsie delenie, ktoré je
nasobkom 12, napriklad na 5 x 12 minut a sekund.

e S poctom dni v mesiaci ¢ v roku je to uz zlozitejSie a premenlivejSie. Preco?

Ako suvisi sekunda s metrom? Aktuéalna definicia je ina, historicky sa vsak
pouzivali mechanické objekty. Jeden meter bol kedysi definovany napriklad
ako dlzka kyvadla, ktoré kmitéa s periodou 2 sekind.

V tomto vypocte vystupuje aj gravitacna konstanta g. Aka je jej hod-
nota? To zavisi od toho, ako zadefinujete m a s, teda metre a sekundy.
Vzorec pre kyvadlo sa nam objavi neskor, prezradim vsak, Ze pri aktualnej
definicii plati g = 7% m s72! Inymi slovami, meter bol zadefinovany tak, aby
vychadzalo gravitacné zrychlenie, merané v metroch a sekundéach, rovné 2.
Vtedajsi meter bol trochu kratsi. Tato definicia je trochu problematicka —
gravitacné zrychlenie totiz nie je v8ade na Zemi rovnaké.

e Preco nie je gravitacné zrychlenie vSade na povrchu Zeme rovnaké? Dévodov
je viac, skuste najst aspon tri.

Jedna z prvych definicii metra bola pomerne nepraktickéa: §lo o desatmil-
iontinu vzdialenosti od poélu k rovniku (cez Pariz). No a ked uz bol jasny
meter, tak pomocou hustoty vody bol definovany kilogram.

o Ako?

e Dnes sa uz ani jedna z tychto definicii nepouziva, nahradila ich definicia cez
fyzikdlne konstanty. Aka? A aki je jej vyhoda?

Rychlost

Anticka filozofia vyprodukovala zaujimavy paradox, Zénoéon prisiel pred pri-
blizne 2500 rokmi s tvahou o nedobehnutelnosti korytnacky. Rychly bezec,
Achilles, je 10 metrov od korytnacky a rozbehne sa k nej. Kym k nej
dobehne, korytnacka sa o kiisok vzdiali, dajme tomu o 10 centimetrov. Kym
Achilles prebehne tychto 10 centimetrov, korytnacka bude znovu o kiisok
dalej. A takto, az do nekonecna, bude korytnacka Achillovi unikat — vzdy,
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ked dobehne tam, kde bola, je ona uz o kiuisok inde. Asi kazdému je vSak jasné
(komu nie, moze spravit pokus), ze toto nie je spravny zaver a aj pomalsi
bezec dokaze korytnacku dobehnit.

e Kde je teda v jeho opise chyba?

Vtip spocita v tom, Ze opisané udalosti (Achilles prebehne prvych 10
metrov, Achilles prebehne 10 centimetrov, Achilles ...) netrvaju rovnako
dlho. A sice Zénonov postup opisuje nekoneény pocet krokov, trvaju len
konecne dlho.

e Viete vymysliet priklad, kde spocitate nekonecne vela ¢isiel a dostanete
koneény vysledok?

Zaver je taky, Ze s opisom pohybu a rychlosti musime byt opatrnejsi.
Predstavme si modelovi situaciu — ideme autom medzi dvomi mestami vz-
dialenymi 200 kilometrov. Cestu sme presli za dve hodiny. Priemerna
rychlost je teda 100 kilometrov za hodinu, pekne v ramci pravnych pred-
pisov. Fyzikalne by sme to zapisali ako

z(0h) = 0 km, (2)
z(2h) = 200 km.

Informéaciu o priemernej rychlosti by sme — trochu zbytocne zlozito — vyjadrili

ako
~ z(2h) —2z(0 h)

Up =

_ -1
Si o = 00kmb (3)

Mohli by sme tymto vysledkom argumentovat, ak by nas zastavil policajt
s tym, Ze sme prekroc¢ili maximélnu povolent rychlost 130 kilometrov za
hodinu? Co ak sme prvi hodinu isli velmi pomaly a druht velmi rychlo?
To, ¢o meria policajt, je okamzita rychlost. Ako by sme zadefinovali okamzitt
rychlost v case ¢? Co tak

_x(t+h) —x(t)
v = . . (4)

Cize zoberiem polohu v ¢ase ¢ + h a odéitam polohu o chvilu skor. Je tato
definicia dobra? To zalezi od velkosti h. Aka je adekvatna? Ideélne taka,
aby sa pocas tohto intervalu rychlost takmer nemenila, bola konstantna. Ak
napriklad zoberieme h = 1 s, tak dostaneme priemerni rychlost v danej

11



sekunde. Stac¢i to? Pre auto na dialnici ano, pre elektréon v silnom elek-
trickom poli asi nie. Preto si to poistime limitou

v — lim x(t+h)— {E(t)
h—0

(5)
Pripomina vam tento vzorec nieco? To je definicia derivacie!

Cda(t) .
v= " =i(h). (6)

Derivacia nam hovori, ako sa nejakd veli¢ina plynulo meni v zavislosti od
niec¢oho iného. V tomto pripade je to zmena polohy voéi casu.

e Skuste vymysliet aspon tri d'aldie priklady, v ktorych nam derivacia opisuje
zmenu niecoho.

e Derivécia splita nickol'ko pravidiel, napriklad (uv)’ = u/v 4 uv’ alebo (t%)" =
a t*1. Vieme ich vysvetlit na zaklade tohto principu sledovania malych
prirastkov?

Draha

Ak vam niekto povie, Ze hodinu iSiel priemernou rychlostou 10 kilometrov
za hodinu, nie je tazké zistit, ako daleko zaSiel. Co vsak ak vam nepovie
priemernt rychlost, ale povie vam, ako rychlo sa pohyboval kazda sekundu.
Vedeli by ste zistit, kam za hodinu presiel? Kazdu sekundu prejde driahu
As; = v(t;)At, kde At je v tomto pripade 1 sekunda a v(t;) je priemerna
rychlost v dant sekundu. Ako zistit celkovi drahu? Stadi spocitat prejdeny
tsek za kazdu zo sekind. Vyjadrené pre ¢asové tseky dlzky At mame

N

s = Z As; = Zv(ti)At, (7)

=1

kde pohyb trva dokopy ¢as N x At.

e Ako modifikovat vztah pre nerovnaké intervaly At?

12



Znovu v8ak mame rovnaky problém. Aké At je dost malé na to, aby sme
pocas neho mohli rychlost povazovat za viac-menej konstantni? Jednoduchéa
poistka, spravime limitu

N t2

s= lim Zv(ti)At = /v(t) dt, (8)

At—0
1= th

kde t; a ty oznacuju zaciatok a koniec pohybu. Spravne ste spoznali vzorec
pre vypocet urcitého integralu.

e Ako to suvisi s neurcitym integralom?

e Urdity integral sa Tudovo interpretuje ako plocha pod krivkou. Ako to stuvisi
s tymto vzorcom?

e Aky je suvis medzi integralom a deriviciou?

e Prediskutujte, ako by mal vyzerat vzorec na meranie dlzok kriviek a plochy
ploch.

Rozvoj

Auto stoji na zaciatku, v ¢ase tg = 0 s v bode x = 0 m. Kde sa bude
nachadzat o chvilu, v ¢ase t?7 Ak je zaparkované, tak je to jednoduché

z(t) = z(0). 9)
No dobre, ¢o tak trochu tazsie. Co ak sa pohybuje fixnou rychlostou v?
z(t) =2(0) + v t. (10)

Co ak sa aj rozbicha, teda ak sa meni nielen jeho poloha, ale aj rychlost?
Teda ak ma aj konstantné zrychlenie a(t), tak

1
z(t) =z(0) +vt+ 5at?. (11)
Nieco sa tu zacina ¢rtat. Uz vieme, Ze rychlost je derivacia polohy podla ¢asu
v(t) = Lx(t). Zrychlenie je zmena rychlosti, teda a(t) = Lv(t) = %x(t).

Vzorec teda vyzera takto
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dx 1 d?x

t) = z(0) + —(0)t + =——(0)t*. 12

#(t) = 2(0) + Z(O)t + 52(0) (12

Co ak sa menf aj zrychlenie auta? Rozumny népad na vzorec vyzera takto:
dx 1d%x 1d3x

t)=z(0) + —(0)t + =——(0)t* + = ——(0)¢". 13

#(t) = 2(0) + S (O)t + 52 (0) + 52 0) (13)

Clovek by naivne ocakaval, ze za ? méa byt 3. Spravne tam vSak ma byt
=3x2x1.

e Preco?

Je jasné, ze by sa takto dalo pokracovat:

dx 1d%x 1 dx 1 dz
t) = O+ ——=(0) 2+ == (03 +... = — = Z(0)¢". (14
o(t) = 2(0) + GO+ 3G O + 5 g OF . = 2 S Gr O (14

Tomuto sa hovori Taylorov rozvoj funkcie. Peknt funkciu vieme — aspon v
blizkom okoli, teda pre malé ¢ — nahradit polynémom; bezne velmi kratkym,
prvé dva-tri ¢leny. Cim viac €lenov zoberieme, tym je presnejsi — na dokonale
presny opis potrebujeme zobrat vSetky ¢leny, ¢iZe nekonecne vela.

e Aké funkcie povazujeme za pekné? V matematike sa objavuju najréznorode-
jSie funkcie, vo fyzike mévame isté zjednoduSujice predpoklady, aké?

e Nie je zvlastne, ze v jednom bode poznam predpis funkcie aj so vSetkymi
derivaciami, poznam je spravania tplne vsade, teda pre [ubovolne velké ¢7

e Naozaj to nie je zvlaStne? Nekonecné st rozne velké, redlnych cisiel aj
prirodzenych ¢isiel je nekone¢ne vela, no tych prvych je viac. Ako je mozné,
ze tu zadédvam prirodzené nekonecno udajov a ziskavam spojité nekoncéno
predpovedi?

e V akom zmysle je realnych &isiel viac ako prirodzenych?

Kratka poznamka na zaver, ako vidite, mnohé symboly v rovniciach st
také, ze ak aby sme ich aj zabudli zapisat, spomenuli by sme si. Nie je to
matematicky spravne, ale ob¢as sa to robi kvoli prehladnosti. Napriklad ak
méame v rovnici funkciu z(t) a vSade len v Case ¢ (takZze Ziadne ¢leny ako
x(t—2 s)), tak niekedy pre prehladnost mozeme nepisat (¢), teda nahradime
x(t) «» x. Treba si vSak dat pozor, lebo ide o iné veci — napriklad x znagi
sturadnicu v jednorozmernom priestore, kym x(t) oznacuje polohu bodu po-
hybujtcu sa v tomto priestore.

14



Priklady

Ako opisat 2D pohyb po kruznici? Aku rychlost, velkost rychlosti,
zrychlenia, velkost zrychlenia mé teleso?

Teleso sa pohybuje v smere osi z rychlostou v a pritom robi v kolmej
rovine kruhovy pohyb s polomerom R a uhlovou frekvenciou w. Zapiste
jeho pohyb v stradniciach a vykreslite graf jeho rychlosti v zéavislosti
od v.

Ako rychlo sa moézeme roztocit na detskom kolotoci tak, aby sme neomdleli?

Ako opisat pohyb vo viacrozmernom priestore? Napriklad na sfére v
4D? (Navod: napiste si zéapis polarnych a sférickych stradnic (ide o
sféry v 2 a 3 rozmeroch), z nich skuste vytusit, ako by sa dali opisat
body na sfére spliiajiicej rovnicu 22 + y? + 22 + u? = R?).

Najdite Taylorov rozvoj funkcii sin x, cos x, tan x, cot z, e*, cosh x, sinh x,
log(1 + z) v okoli bodu x = 0.

Dokazte vztah e = cosx + isinz a jeho &pecidlny pripad z = =
(spomefite si, ze i = +v/—1 a teda i = —1,7% = —i,i* = 1,i° =i, ...
Toto dosad'te do Taylorovho radu pre €. Vedla si napiSte rozvoj pre
sin = a cos x a skuste to spojit dokopy). O ¢isle i si viac povieme neskor.

Zderivujte:

1. y = sina?,

2. y=2a",

3. y=sin"'z = arcsinz,

4. y=sinzexpx.
Zintegrujte:

1. [ (€% + a?)dx,

2. [ xcos3xd,

27
3. [ sin®zdz.
0
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Néavod na treti integral: nakreslit si, ¢o vlastne poc¢itame (plocha pod

2
¢im to je?). Spometite si, Ze sin” z+cos? v = L ateda [ (sin®z + cos?) dz =
0
2.
Projekt

e Zoberte si posledny priklad na derivaciu a integral z domacej tlohy
a napiSte pocitacovy program, ktory numericky spocita derivaciu (v
roznych bodoch) a urcity integral.
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2 Pohybové rovnice a gravitacia

Diferencialne rovnice

Diferencialne rovnice st rovnice, ktoré nam opisuju, ako sa nie¢o meni. Inak

povedané, obsahuju derivaciu funkcieﬂ (napriklad podla ¢asu alebo polohy)

a ich rieSenim je funkcia; na rozdiel od beZnych rovnic, napriklad 22 = 2,
dx

ktorych riesenim je ¢islo. Najjednoduchsim prikladom je % (f) = 0, jej

rieSenim je z(t) = ¢, teda stéatie. Trochu zlozitejsim prikladom je

(t) = a x(t),z(0 s) = . (15)
e Aké ma rieSenie? A aké jednotky maé konStanta o7

Lekcia z minulej kapitoly bola taka, ze ak pozname rychlost telesa v
¢ase, vieme urcit jeho polohu — to je beZzne to, ¢o nas zaujima. Ako sa
dozvieme rychlost telesa? Mame fyzikalne principy, ktoré nam ju zadavaja?
Niekedy ano, vo vSeobecnosti vSak nie. Priroda funguje zvlastnym spdsobom,
nezadava nam rychlosti, ale zrychlenia — a to prostrednictvom Newtonovho
zékona

F=ma=p=mv=mft, (16)

kde a je zrychlenie, p je hybnost, v je rychlost a r je poloha. Hrubé pismo
znaci, ze ide o vektory — tieto veli¢iny maju viacero zloziek, napriklad tri
A = (A;, Ay, A,). Preco ,napriklad tri” a nie presne ,tri”? Lebo v principe
mozeme skimat aj dvojrozmerné vektory, Stvorrozmerné vektory a podobne.
Vo fyzikadlnom kontexte — hlavne v klasickej fyzike — sa priméarne objavuju
trojrozmerné vektory, neskor sa vsak ukazalo, Ze st uzito¢né aj viacrozmerné
verzie. Napriklad poloha v ¢asopriestore opisujeme pomocou Stvorvektora, o
tom si viac povieme az neskor.

Sila F je sucet vSetkych sil, napriklad gravitacna a odpor vzduchu, ktoré
posobia na teleso a ked pozname silu, pozname zrychlenie. Ked pozname
zrychlenie, vieme si — integrovanim — spocitat rychlost. Ak vieme rychlost,
vieme polohu — a ta nas typicky zaujima.

e Ako priklad sa pozrime na pripad konstantnej sily F = Fy. Spocitajme r(t).
Kol'ko pociatoénych podmienok potrebujeme?

2Znacenie sa pouziva rozne. Niekedy sa piSe celd derivacia ako ‘fi—f(t), niekedy si to vSak
skratime na . Derivacie podla polohy sa zas znadia Garkou, u'(x).
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e Pozrime sa na dal3i priklad, F(t) = (—g¢,0,0) — najdite r(¢) pre lubovolné
pociatoéné podmienky.

Predosly priklad sa da rozdelit na tri jednoduchsie, napriklad Fj(t) =
Fy, = 0. Takze viem najprv vyriesit rovnicu pre x-ovi zlozku, potom pre
y-ovil a potom pre z-ova. Takyto luxus nemame vzdy, napriklad pri sile
F(t) = —av(t)v(t) mam pre x-ovu zlozku

F, = —av, (v2 4 0] + vg)l/z : (17)
TakZe pre rieSenie x-ovej zlozky potrebujem poznat v, = y. Aby som vSak
poznal y(t), potrebujem vyriesit y-ova rovnicu, ta v8ak obsahuje x — to vSak
prave hlTadame! Pri takychto neoddelitel nych rovniciach musim riesit vetky
tri zlozky.

e Za istych okolnosti moze byt jedna z tychto rovnic Tahki. Za akych?

To da riesit roznymi spdsobmi, napriklad — spravne si tipnem riesenie (vzacny
pripad). Ind moznost je, Ze pouzijem iné suradnice (napriklad sférické), v
ktorych sa ukaze, Ze rovnice vlastne nie st previazané. Casto nezabera nic,
rovnice vSak mozeme riesit numericky na pocitaci.

Gravitac¢na sila

Asi najzéamejSou silou je Newtonova gravitacna sila

mMr
r3

F=x : (18)
e Prediskutovat, ¢o je to tnikové a ¢o orbitélna rychlost.

e Co je K7

e Ako na nu prisiel?

e Preco citia kozmonauti beztiaZovy stav.

Jednoduchy priklad je pohyb v homogénnom gravitacnom poli.

e Kde plati takéto pribliZenie?
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Newtonov gravitaény zakon déva pre dve telesa tri previazané diferen-
cidlne rovnice, ktoré na prvy pohlad vyzeraju byt problematického typu
(nedaji sa riesit postupne). Problém je v8ak iba zdanlivy, ak vyuZzijem
symetrie tlohy (napriklad rotacni) a zakony zachovania, uloha sa vyrazne
zjednodusi. Vo vysledku sa ukéze, ze krivky, ktoré opisuju telesa pri pohybe
v gravitatnom poli okolo centralneho telesa (presnejsie polohovy vektor voci
tazisku), st jednoduché kuzelosecky. Vdaka symetriam sa zdanlivo zlozité
rovnice krésne zjednodusili. Ak sa vSak poktsime riesit rovnice pre gravi-
tacné posobenie troch telies, zacne byt situacia beznadejne zlozita.

e Existuju aj priklady, kde sa pod vplyvom gravitacie pohybuji tri telesa a
vo vysledku je pohyb jednoduchy. Premyslite si nejaky priklad a vysvetlite,
preco funguje jednoducho.

V niektorych pripadoch vo fyzike nie je dolezitd samotna sila, ale to, ako
rychlo sa sila meni v priestore.

e Ako vznikaju prilivy? Ako ¢asto sa opakuju?

Prilivova (alebo slapova) sila sa posobiaca na teleso rozmeru or sa da

lahko odvodit:
r mM 1
ma; = ——kK :
R ey

(19)

e Ako?
e MozZe nas gravitacna sila zabit? Moze nas slapova sila zabit?
e Ako tato sila sposobuje prilivy a preco je na nas Mesiac natoceny stéle rov-
nako? Preco sa vzdaluje?
Priklady
e Vyrieste:

1. t=a/t,z(1 s) =3 m,

2. & =az,r(0s)=1m,z(0s) =0 ms!

, pre a > 0,

3. = —y,y = x. Navod: skuste polarne stiradnice.
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e Aky velky rotujici cylinder by vytvoril vhodnu gravitaciu odpoveda-
jucu pozemskej?

e Previtame Zem a budeme sa tvarit, Ze nie je problém s tlakom a teplo-
tou. Ako by prebiehal pad takymto tunelom? A aké by bola v strede
hustota vzduchu (odhad)?

e Ako rychlo by sa musela toc¢it Zem, aby ste na rovniku ni¢ nevazili?
e AKkA velka gravitacna sila posobi vo vnitri Zeme?

e Numericky vyrieste problém linearneho harmonického oscilétora,
F, = —kx, pomocou Eulerovej metody. (Navod: Méte 4 stlpce: ¢as,
poloha, rychlost, zrychlenie. Do prvého riadku zadate pociatocné pod-
mienky. V druhom riadku spocitate rychlost pomocou zrychlenia z
prvého riadku (v(te) = v(ty) + a(t;) x At) a podobne polohu (z(ts) =
x(t1)+v(ty) x At), a tak dalej pre dalsie riadky. Tento priklad je velmi
dolezity, urcite si ho spravte.

e Vystrelim z pusky rovno a odpor vzduchu zanedbam. Za kol'ko dopadne
naboj? A ako daleko?

e Numericky vyrieste tlohy pre pad (napriklad strela z pusky) s odporom
vzduchu.

e Vratme sa k prikladu s otézkou, ze ako rychlo by sa musela tocit Zem,
aby sme sa citili beztiaZovo na rovniku. Prvé otazka: o kol'ko vécsia sila
by posobila na vaSe nohy nez na vasu hlavu? Druhé otézka: neutrénové
hviezdy st zname prudkou rotaciou. Aka je gravitacné sila na ich
povrchu a kol'ko z nej ,uberie” odstrediva sila na rovniku?

e Aké dlhé lano sa udrzi svojou vlastnou odstredivou silou? (Priviazané
o Zem.) (Navod: musi nastat rovnovaha sil. Rozmyslajte o lane ako
o sucte malych tsekov, na kazdy posobi odstrediva a gravitacna sila,
celkovo sa musia s¢itat na rovnaka hodnotu, ale opa¢né znamienko.)

Projekty

e VyrieSit Keplerov problém numericky a otestovat stabilitu rieSenia.
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e Numericky vyriesit pohyb kyvadla s odporom vzduchu. RieSenie overit,
napriklad pomocou kamery na mobilnom teleféne.

e Preco neméa Newtonov pohybovy zakon prvi alebo tretiu derivaciu?
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3 Pohyb tuhého telesa

3.1 Translacny pohyb

Doteraz sme sa zaoberali pohybom jedného hmotného bodu, teda niecoho,
¢o mé svoju hmotnost, ale nemé velkost. Redlne objekty st zlozité, tvorené
z mnohych atomov, ktoré sa mozu preskupovat a viazby medzi nimi sa mozu
deformovat a preusporiadavat. Tuhé teleso je abstrakcia telesa, ktora je
zlozitejsie ako hmotny bod — zabera objem — no je v niecom zjednodusSen4,
teleso sa nedoformuje. V principe sa teda sta¢i obmedzit na dva druhy po-
hybu: teleso sa pohybuje ako celok a moze ako celok rotovat.

Kazdy bod, z ktorého sa skladé tuhé teleso, sa riadi Newtonovymi pohy-
bovymi rovnicami. Na kazdy z nich posobia sily zvonku telesa — napriklad
gravitacna sila — a zaroven sily od ostatnych bodov v telese. Ked spocitame
vSetky sily, ktoré posobia na teleso ako celok, externé sily sa s¢itaju dokopy
a vnutorné sa navzajom vyrusia.

e Preco?
Dokopy teda mame [}
kde f; je sila posobiaca na i-ty bod. Toto sa da napisat ako
F = Mr, (21)

kde F = > f; je celkova sila posobiaca na teleso, M = > m; je jeho celkova

) 1
hmotnost a r = 57 > m;r;.
i
. .1 . .
e Ako sa vola kombinécia 5; Z m;r; a Co reprezentuje?
(2

e Ako by ste nagli vyraz z predchadzajtcej poznamky u realneho telesa?

e Preco sa v siCte objavuju len externé sily pdsobiace na teleso?

3Suma ide cez vietky body telesa.
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3.2 Rotac¢ny pohyb

Tazisko sa vlastne v mnohom sprava ako hmotny bod s hmotnostou celého
telesa. Okrem pohybu celého taziska moze objekt rotovat. Na to, aby
sa teleso roztocilo potrebujeme silu, ktora podsobi kolmo na os rotécie (s
nenulovym ramenom).

e Ako velmi roztodi koleso, ked do neho tlacite v smere k osi, kolmo na nu a
nie¢o medzi? Situaciu si pripadne nakreslite.

Uzito¢ny priklad pohybu je rotacia objektu okolo fixnej osi. V tomto
pripade plati, Ze rychlost i-teho bodu je v; = w X r;, kde w ma smer osi a
velkost kruhovej frekvencie a r; je polohovy vektor daného bodu.

Kym sa pohneme dalej, kratka matematicka poznamka, uz sa nam nena-
padne objavili dva typy nasobenia vektorov, mali sme skalarny sucin, A - B
(napriklad bol ukryty v 72 = r - r) a teraz vektorovy si¢in A x B. St medzi
nimi dva rozdiely:

1. Kym vysledok prvého je ¢islo (skalarna, teda jednorozmerna veli¢ina),
vysledkom druhého je vektor (teda trojrozmerna veli¢ina),

2. skalarny sacin je symetricky, teda A -B = B - A, kym vektorovy sucin
je antisymetricky, teda A x B = —B x A.

Uzito¢ny pojem na opis rota¢ného pohybu je moment hybnosti
L=rxp, (22)

ktory nesie aj informéciu o tom, ako daleko sa teleso nachadza od osi rotéacie
a aj akd mé hybnost. Uzito¢na veli¢ina je moment sily, definovany — nie
nahodou — podobne

M=rxF. (23)

Teraz kratky fyzikdlny komentar. Medzi hybnostou a silou mame Newtonov
zédkon p = F. Z tychto veli¢in sme rovnakym sposobom zadefinovali nové
veli¢iny (momenty) a tak sa asi da tusit, ze aj medzi nimi mohol existovat
jednoduchy stvis. Ako ho najst? Zoberme Newtonov pohybovy zakon a
prenasobme ho (vektorovo) s r:

F=p—orxF=rxp—-M=L. (24)
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e Overte to spo¢itanim L.

Moment sily M a moment hybnosti L st dolezité. Znova vSak bude
treba premysliet, ako spréavania jedného bodu v tuhom telese prepocitat na
spravania mnohych.

e Preco sa zachoviava moment hybnosti pri Keplerovskom pohybe?

e Je teraz Keplerov zakon o plochach obeZnic o¢ividny?

e Ako by ste sformulovali zdkon zachovania momentu hybnosti?

e Ako by ste Iudsky vysvetlili princip krasokor¢uliarky? Preco funguje?

Pre tuhé teleso plati
M=) M;=>» L =L (25)

e Ako vidno, Ze aj v tomto pripade sa efekt vnutornych sil navzajom vyrusi?

Takze si to zhriime, zadefinovali sme si Sikovné veli¢iny: moment sily a
moment hybnosti, ktoré splhaja ekvivalent Newtonovho pohybového zakona.
Kym (transla¢ny) pohyb hmotného bodu je opisany rychlostou, rotacia je
opisana kruhovou frekvenciou w (pripadne vektorom w, ktory nesie informé-
ciu o natoc¢eni osi rotacie). Prirodzene sa nuka otazka, ked mame jednoduchy
vztah medzi hybnostou a rychlostou, existuje aj jednoduchy vztah medzi mo-
mentom hybnosti a kruhovou frekvenciou? Za¢nime znovu jednym bodom,
ktorého rychlost je kolmé vzhladom na polohovy vektor:

L=rxp=mrxv=mrx(wxr)=mriw=Iw, (26)

kde sme zadefinovali moment zotrva¢nosti I = mr2 a rr je vzdialenost bodu

od osi rotacie (takZe napriklad ak je rotacia okolo z-ovej osi, tak rZ = z%+4y?).
Ak je bodov viac, vieme tito vypoc¢tovia gymnastiku zopakovat rovnako a
vSetko spocitat dokopy:

L=1w (27)

kde teraz I = ) mzr?pl Vznika nam teda pekny prekladovy slovnik medzi

pojmami opisujuici translacny pohyb a rotaciu.
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e TakZe si zopakujme, ¢o v pripade rotacie odpovedé rychlosti, hybnosti, sile
a hmotnosti?

Na zéver si overme, ze veci naoza]j pekne sedia dokopy. Pre pohyb hmot-
ného bodu mame kinetickd energiu dana ako Ey = %va. Vzorec pre rotacnu
energiu si vieme asi aj tipnut:

1
Ep =3I w?. (28)

e Preco? Ako by sme to odvodili poriadne?

Zatial sme riesili iba peknéa rotacie. Zoberme si ako priklad Skaredej rotéa-
cie tycku, na ktorej je prilepeny disk, ale nakrivo — jeho os nie je rovnobezné
s tyckou. Systém roztocime okolo osi danej tyckou a intuitivne citime, Ze
sa ndm to bude celé triast a musime posobit silou, aby sme tycku udrzali v
takomto pohybe. Dévod? Moment hybnosti nemé rovnaky smer ako vektor
kruhovej rychlosti.

e Preco?

Matematicky opis rotacie

Polohu opisujeme ako vektor, teda N—ticu ¢isiel, N je pocet rozmerov. V

nasom svete je teda N = 3, niekedy nam stac¢i dvojrozmerné plocha a tak

berieme N = 2. S vektormi A = (4,,A,, A,) a B = (B,, By, B,) vieme robit

tri operacia: sc¢itanie a dva druhy nésobenia — tie sme uz rozoberali.
Viebecna (linedrna) transformacia vektora ma tvar

A = MA, (29)

kde M je 3 x 3 matica. Vo vSeobecnosti moze takato operacia vektor otocit
a natiahnut.

e Co je na linearnej transformécii linearne?
e Za akych podmienok je tato operacia obratitelna?

o Ako vyzerd matica, ktora vektor iba natiahne?
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e Ako vyzerda matica rotacie v dvoch rozmeroch? D& sa to Tahko odvodit
(navod, zamyslite sa, ako sa zmeni poloha bodu zapisana v polarnych sarad-

niciach).

Matice rotacie v troch rozmeroch vyzeraju ako

Vo fyzike pouzivame pri transformaciach objekt zvany komutator

1 0 0

= |0 cosf —sinf

0 sinf cosf

—sinf 0 cosf

cos —sinf 0

= | sinf cosf 0

0 0 1

[A,B] = A.B — B.A.

o Aka je jeho interpretacia?

Pre malé otocenia plati zaujimava vlastnost, [R,, R,] ~ R,.

e Ako sa to da predstavit?

cosf 0 siné |
= 0 1 0

(30)

(31)

(32)

Teraz si spravime uplne nepredvidatelna odbocku. Ludia dlho poznali
realne ¢isla, nésledne boli milo prekvapeni, Ze sa daja rozsirit na ¢isla kom-
plexné, a + ib, kde i> = —1; viac sa o nich budeme rozpravat neskor.
Prirodzena otézka bola, ¢i existuju aj ¢iselné trojicky, nieco na styl a+ib+jc.
Dlho sa snazili a nedarilo sa. Rowan Hamilton, kracajic z domu do Trin-
ity college dostal genidlny napad, ktory rovno vyrezal do nedalekého mosta

Broomsbridge. Tabula, ktora je na fiom dodnes, ukazuje

i? =

2=k =ijk=—1.

e Priklad: Spocitajte [i, ] = ij — ji.
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Tieto ¢isla sa volaji kvaterniony. Preco asi? Existuju eSte oktoniony a
to je vsetko ﬁ Kvaterniony sa spravaju podobne ako rotacie, vid ostatny
priklad.

Tato poznamka slizila ako maly exkurz do matematickej mysle. Matem-
atici Gasto hl'adaju objekty so zaujimavymi vlastnostami a tie potom skimaju
dalej. Co je to zaujimava vlastnost? Také, ktora nam je uzito¢néa na opis
procesov v prirode. Rotacie objektu maji vlastnost, ze nekomutuja — nie je
jedno, ¢i najprv spravim prva operaciu a potom druhi alebo naopak. Preto
na opis rotacie potrebujem objekt, pre ktory neplati ab = ba. Jednoduché
¢isla nedokazu trojrozmernu rotaciu zachytit, matice ¢i kvaterniony to vsak
dokézu — nekomutativnost je ich kIi¢ovou vlastnostou.

Matice rotacie su objekty, ktoré odpovedaju (v naSej interpretacii) ne-
jakym procesom, transforméaciam ¢i tkonom. Ked méZem s telesom spravit
jednu transformaciu — napriklad otocit ho okolo osi z 0 1° — tak m6zem po-
tom spravit dal$iu transforméaciu — napriklad otocit okolo tej istej osi o 1°
— tak je vysledkom stav, ktory by som dostat jednou transformaciou: jedna
rotacia o 2°. Operacie mozem teda skladat dokopy.

V matematike pre takéto objekty vznikol koncept grupy. Stru¢ne povedané,
grupa je mnozina prvkov, ktoré mozeme spijat a dostaneme objekt rov-
nakého typu. A ¢o viac, tdto mnozina obsahuje prvok ni¢-nerobenia (v
nasom priklade je to otocenie o 0°) a ku kazdému prvku obsahuje opaény
prvok, ktory jeho pdsobenie odrobi (oto¢enie o rovnaky uhol, ale opa¢nym
smerom).

e Prediskutujte, ako rotacie v dvoch rozmeroch tvoria grupu.
e To isté, ale pre rotécie v troch rozmeroch.

Kym grupu rotéacii v dvoch rozmeroch volame komutativna, grupu rotacif
v troch rozmeroch volame nekomutativna, asi je jasné, preco ﬂ

e Tvori sCitavanie Cisiel grupu?
e 'Tvori nésobenie realnymi ¢islami grupu?

e Co musime spravit, aby ju tvorilo?

4Vravi Hurwitzov teorém.
5V literatiire to viak ¢asto najdeme pod pojmami abelovské a neabelovské grupa, meno
je od Nielsa Henrika Abela, ktory tieto Struktury skumal.
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Drobna poznamka na zaver, grupa ako taka je abstraktny pojem — je to
mnozina prvkov a navod, ako ich spajat dokopy tak, aby spliiali pozadované
vlastnosti. Matice rotacie uz tvoria konkrétnu realizdciu (alebo spravne
povedané reprezentaciu) tejto abstraktnej entity. Kvaterniony st ina reprezen-
tacia rotéacii (ktora obsahuje este isty hacik).

Mame teda tri rozne tirovne toho istého: rotacia ako fyzikalny proces, ako
(napriklad) matica a ako abstraktny pojem. Prave prechod do abstraktne;
roviny nam casto umozni skiimat rézne zovSeobecnenia zaujimaviyjch veci,
ktoré sme objavili a v principe tak mozeme objavovat nové zaujimavé veci,
ktoré by sme inak prehliadli. Napriklad, interakcie elementarnych castic su
opisované cez grupové struktury, takze ak by sme sa nad abstraktnou esenciou
(napriklad) rotacii nikdy nezamysleli, je mozné, ze by sa nam fundamentéalne
zékony objavovali ovela naroc¢nejSie na uchopenie.

Priklady

e Po naklonenej rovine sa vali valec. Néklon roviny je 30°, polomer ho-
mogénneho valca je 10 cm, hmotnost 1 kg a dlzka 30 cm.

e Preco sa zastavi valiace sa koleso? Akym smerom na neho posobi sila?
Ako rychlo sa zastavi drevené koleso na drevenej podlahe?

e Ako si moze ¢lovek na koloto¢i sam hadzat lopticku? Vymyslite reali-
sticky scenér. Aka sila to umoznuje?

e Mame Zelezni ty¢ o dlzke 1 m. Aky je rozdiel jej momentu zotrvaénosti
pri rotacii okolo stredu a okolo jej konca.

e NapiSte matice rotacie v 3D pre maly uhol « (pre ktory sina ~ a a
cosa ~ 1 — a?/2), spocitajte [R.(a), R,(«)] a porovnajte s R,(a?).

e Aky je moment zotrvacnosti nasho Slnka a neutrénovej hviezdy?

Projekty
e Spracovat ako presne sa kvaterniony vyuzivaja na opis rotacii.

e Spracovat tému grupy Rubikovej kocky (mnoZina vsetkych operacii,
ktoré sa s iou daju robit).
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e Vysvetlit teorém tenisovej rakety.

e Pri rotaciach plati zaujimavé tvrdenie. Kazdé teleso ma tri pekné osi,
okolo ktorych ked rotuje, tak plati, Ze smer momentu hybnosti je rov-
naky, ako smer vektora kruhovej rychlosti. Cielom projektu je spraco-
vat teériu ohladom tohto tvrdenia.
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4 (Silové) polia

4.1 Silové polia

Pri opise gravitacného zakona sme narazili na vyraz, ktory matematicky
opisoval situéciu, kedy sme do vzdialenosti r od seba umiestnili dve telesa.
Ak jedno z tychto telies drzim na mieste a druhym hybem, sila, ktoré na neho
posobi sa bude menit. V principe, pre kazdy bod priestoru (okrem toho, kde
sedi prvy bod) viem takto uréit silu, ktora by na druhé teleso posobila, ak by
som ho do tohto bodu umiestnil. A ¢o viac, viem povedat, ¢o by sa stalo, ak
by som tam umiestnil objekt s inou hmotnostou. Matematicky je to trivialna
vec:

FG =m G, (35>

kde G = “r pazveme gravitacné pole.
T
e Zaviest takyto pojem je velky intelektualny skok, preco?

Vs&imnite si, ze G uz zavisi len od hmotnosti prvého telesa a jeho vzdia-
lenosti od bodu, kde nas gravita¢né pole zaujima. AZ ked pridam informaciu
o druhom bode (jeho polohu a hmotnost), viem spocitat silu, ktora na neho
bude posobit. Matematicky je to trivialna operacia, zo sily sme vytiahli
hmotnost jedného z telies a zbytku, ktory ostal, sme dali meno. Konceptualne
sa vSak udial pomerne velky krok. Povodny pohlad bol taky, ze prvé teleso
k sebe pritahuje druhé. Novy pohlad hovori, Ze prvé teleso vSade v priestore
vytvara gravitacné pole a ak sa niekde v tomto poli vyskytuje ind hmotna
Castica, bude citit silu danti gravita¢nym polom a jej hmotnostou.

o Ako by vyzerala situicia pre tri Castice?
e Mam jednu ¢asticu v prazdnom vesmire, vytvara pole? Vieme to overit?

St polia skutoc¢né alebo je to len matematicky néastroj, ktory nam v niek-
torych prikladoch zjednodusuje zivot a umozni ndm naraz zvazovat rozdielne
situacie, napriklad gravita¢ni silu posobiacu na roézne hmotné telesa? Su
fyzikalne polia skuto¢né? Toto je mozno trochu filozoficka otézka, no neskor
sa vo fyzike ukazalo, Ze polia st dynamické veli¢iny, ktoré maji svoje vlastné
pohybové rovnice a vieme im priradit vlastnosti ako hybnost ¢i energia, takze
je asi celkom rozumné sa na ne nepozerat cez prsty.

30



Existuje aj iny pohlad — a ten je dévodom, preco sa pri zdanlivo jednodu-
chom tkone zastavujeme tolko odstavcov. Predstavte si, Ze mame fyzikalne
zaujimavu veli¢inu A a zistime, Ze sa da napisat v tvare A = B - C. Je
aj B (¢ C) fyzikalne zaujimavé? Nie nutne, niekedy vSak ano. Dévody su
dva. Po prvé, vo fyzike mame casto redukcionisticky pristup. Mozno niekedy
narazime na hranicu, ale zatial sa nam celkom dobre darilo s pristupom, Ze
sme sa pozreli na systém a jeho vlastnosti a polozili si otazku, Ze z akych
jednoduchych dielikov sa a moze tento systém skladat a akymi pravidlami
sa musia riadit, aby viedli na to, ¢o pozorujeme. Oc¢ividny priklad je hmota,
ktora sa sklada z atémov. Aké vlastnosti maju atomy a molekuly vzduchu,
aby mal vzduch v miestnosti prave takyto tlak? Iny priklad by mohol byt jas
hviezd, ktoré pozorujeme. Ten je vysledkom aspon dvoch faktorov, po prvé
skuto¢ného jasu hviezdy a po druhé tlmenia prachom a plynom, ktory sa
okolo nej nachadza. Vysledok je dany suc¢inom tychto faktorov, kazdy z nich
vSak ma inu pric¢inu a riadi sa inymi zakonmi a tak je uzito¢né ich rozdelit.

Dalo by sa zajst este o krok dalej. Co je nagim cielom vo fyzike? Hladat
a nachadzat vysvetlenia. Ak nam nejaky matematicky objekt umozni sfor-
mulovat vysvetlenie, ktoré je jednoduchSie, univerzalnejSie ¢i elegantnejSie,
je to uzito¢ény vyraz. Mnohé vlastnosti gravitacie sa lepSie vysvetluju, chapu
¢i analyzuji pomocou pojmu gravitaéné pole a tak ma delenie (35)) vo fyzike
zmysel. To, Ze sa neskor ukazalo, Ze o veli¢inu, ktora si tak trochu zije vlast-
nym zivotom, to len potvrdilo.

e Nijdete iné uzito¢né priklady redukcionizmu?
e Poznate dalsie priklady uZito¢nych silovych poli?

e Poznate nejaké priklady uzitoénych nesilovych poli?

4.2 Diferencidlne operatory

Vektorové pole je vektor, ktorého komponenty moézu zéavisiet od polohy v
priestore. Inymi slovami, je to stbor vektorov zadefinovanych v kazdom
bode priestoru. Napriklad v trojrozmernom priestore je vektorové pole dané
ako trojica funkecii troch saradnic; napriklad polohovy vektor r = (z, v, 2)
je vlastne vektorové pole. Moézeme hocijaku trojicu funkcii oznacit za vek-
torové pole? Nie. Vektorové pole méa totiz dolezitu vlastnost, jeho zlozky sa
medzi sebou pri inom vybere stiradnic miesaji konkrétnym sposobom. Takze
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napriklad z pohladu siradnic, ktoré st vo¢i povodnym otocené okolo osi z
mame iny polohovy vektor

(2',y', 2") = (cos axr — sin ay, cos ay + sin o, 2) (36)

¢ize zlozky vektora sa pri rotacii pomiesali. Ak by som vSak zobral trojicu
poli (P, p,T), teda tlak, hustotu a teplotu bodov v tejto miestnosti, nenaz-
vali by sme to vektorovym polom, napriklad aj kvoli tomu, Ze kombinacia
(cos P — sinap, cos ap — sin P, T') nedava zmysel. Takze ak by vektorové
polia potrebovali marketingové motto, mohlo by zniet: Viac, nez len trojica
funkecii.

Ak méame pole, ktoré ma len jednu zlozku, tak ho volame skalédrne pole —
to sa voci rotdciam nemeni. Prikladom moze byt pole teplot v miestnosti. Ak
pichnete teplomer na nejaké miesto, ukaze rovnakiu teplotu, ak date teplomer
dole hlavou (a $picka zostane na tom istom mieste).

e Co sa pri rotacii udeje s gravitaénym polom?

Ked sme mali jednu funkciu opisujtcu fyzikalnu veli¢inu, napriklad polohu
¢ rychlost hmotného bodu v jednom rozmere, ukazalo sa, Ze je celkom uZzi-
totné — v roznych fyzikdlnych kontextoch — tieto funkcie derivovat a inte-
grovat. Umoznilo nadm to zachytavat zmenu danej veli¢iny a naopak sc¢itavat
malé zmeny dokopy. Fyzika sa na svet pozera (Casopriestorovou) lupou —
hovori nam, ¢o sa deje v konkrétnom bode ¢i kratkom casovom okamziku.
Nas v8ak ¢asto zaujima celkovéa prejdend vzdialenost, trvanie javu ¢ objem
telesa. Niekedy sa pozerdme na drobnii zmenu, niekedy na celok — a derivacie
a integraly nam umoziuja prechadzat medzi tymito pohladmi.

Takze prichadza prirodzena otézka: Ako derivovat a integrovat vektorové
polia? Pozrieme sa najprv na prvi cast.

Derivacia podl'a ¢asu

Jedna vec je jednoduché a uz sme ju zazili — derivacia podla ¢asu. Tu plati,
7e sa vlastne nedeje ni¢ zaujimavé. Derivacia vektorového pola podla casu
ziskame derivovanim jeho jednotlivych zloziek.

A= (AI,Ay,AZ> . (37)

Po priklady nemusime chodit d'aleko, rychlost ¢astice v troch rozmeroch je
predsa v = (&, 9, 2).
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e Ako sa prejavi odpoved na predoglt otdzku na Newtonovom pohybovom
zékone?

e Niekedy méame transforméaciu, ktora zavisi od ¢asu, napriklad v = R(t)v,
ako sa to prejavi na derivovani? Aké prejavy to mé fyzikdlne ak sa otaca
polohovy vektor (rotujica vztazna stustava)?

Divergencia

Presunme sa teraz k derivaciam podla priestorovych siradnic, tie st na vyber
tri (v trojrozmernom priestore). Je teda prirodzené zadefinovat takyto op-
erator (operator je nieco, ¢o podsobi na funkcie, polia, ....):

o 0 0
V= (%7@7&) ) (38>

vyzerd to ako vektor, vo vnitri vSak nemaé ¢isla alebo funkcie ale derivécie.
Jeho nézov, V, sa ¢ita nabla (grécko slovo nebel oznacuje harfu, ktory tvar
tohto operatora pripomina).

e Aky je rozdiel medzi % a 8%? Mozno sa to trochu Tahsie vysvetli na priklade
s Casom, t.

Méame teda jeden objekt, V, ktory sa niika ako vhodny kandidat na ski-
manie priestorovych zmien vektorovych poli. Ako ho pustit na vektorové
pole A? KedZe vyzera ako vektor, tak si mozeme zaspominat, ako spojit dva
vektory dokopy. Jednou z moznosti je skalarny sicin

0A, DA, OA.
ox’ Oy’ 0z )

divAzV-Az( (39)

Tento operator, div = V-, volame divergencia. Latinsky povod slova di-
vergovat je pohybovat sa alebo smerovat roznymi smermi. Divergencia pola
je nulové ak vSade mieri rovnaky smerom a velkostou a nenulové, ak vektory
mieria do seba alebo od seba. Alebo aj trochu prisnejsie povedané, divergen-
cia nam hovori, ¢i vektorové pole v danom mieste vznika alebo zanika. Je
dolezité si vSimnut, ze pésobenim divergencie na vektorové pole ziskame pole
skalarne.

e Nakreslite si vektorové poliar, —r, (1,2, 4), spocitajte ich divergenciu a vysle-
dok okomentujte.
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Rotéacia

Druhy zaujimavy sicin bol vektorovy, takze prirodzene sa nam objavuje aj
druhy diferencialny operator, ktory dokaze posobit na vektorové polia. Dalsi
vyznamny diferenciadlny operator sa vola rotéacia

i j k
rot A=V xA=|Z & 5| (40)
A, A, A,

Rotacie pustame na vektorové polia a ich vysledkom je znovu vektorové pole,
ktoré nesie informaciu o tom, ¢i dané vektorové pole rotuje. Vysledkom
rotacie je nové vektorové pole.

e Zoberte vektorové polia r,(1,2,4),(—y,x,0) a spoéitajte ich rotaciu. Aky
smerom mieri rotéacia?

Gradient

Doteraz sme mali dva operatory, ktoré sme pustali na vektorové polia a
dostavali z nich bud skalarne alebo vektorové polia. Teraz budeme mat
operator, ktory posobi na nieco, ¢o vektorovym polom nie je, ale vytvara ho.

e Ako by takyto operdtor mohol vyzerat?

Tento operator volame gradient a jeho definicia je takato:

of of of
rad f=Vf=|—=—,=—,=— | =A, 41
ad f =97 = (51505 (41)
kde f je skalarne pole, teda jedna funkcia (troch premennych). Ako nazov
napoveda, gradient nam hovori, ktorym smerom sa funkcia meni.
e Spocitajte gradient z nasledovnych skalarnych poli: 1, ﬁ, 22 4 22
0
Zacinate asi tusit, ¢o sa modze diat. Zacneme s obycCajnym skalarnym
polom, potom z neho spravime gradientom vektorové pole a potom na neho
pustime operator, ktory posobi na vektorové polia. Takéto sa vo fyzike ob-
javuje casto.

e Spocitajte div grad f a rot grad f.
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DalSie moZnosti

Mozno sa pytate, nedal by sa vytvorit zaujimavy operator tak, Ze oto¢im
definiciu divergencie? Teda zobrat A - V? Dal. Kym pri skalarnom stcine
je jedno v akom poradi méate vektory, derivéicia je citliva na to, ¢i ide pred
alebo za nésobenim funkciou.

e Preco?

Takze vysledkom takéhoto spojenia je operator A -V = Ax% + Aya% +
AZ%. Takyto objekt sa vo fyzike sem-tam objavi, avSak asi menej ¢asto ako
samotné divergencia.

Ina zaujimava moznost je spojit dva V operatory dokopy. Ich vektorovy
sucin je zbytocny.

e Preco?

Ich skalarny sucin vSak dava nieco zaujimavé, takzvany Laplaceov operé-
tor

A= +o5+75 (42)

Tento operator mozeme pustit na skaldrne aj vektorové pole.
e Co bude vysledkom?

Roéznych vektorovych operatorov sa da samozrejme navymyslat aj viac,
presli sme cez najvyznamnejSie a najuzito¢nejsie z nich.

4.3 Gaussova a Stokesova veta

UZitoénym napadom sa ukazalo priradit vektorové polia objektom, v ktorych
by sme moZno na prvy pohlad Ziadne vektory nehladali — pri krivkach a
plochéach. Co je to krivka (v troch rozmeroch)? Rozumny prvy napad znie,
Ze je to parametrizované spojitd mnozina bodov

r(t) = (z(t),y(t), 2(t)) - (43)

Len takato definicia by mohla byt problematicka.
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o Preco?

Tato definicia by napriklad pre x(t) = y(t) = z(t) = ¢ netvorila krivku
ale jeden bod. Popis krivky je sugestivne napisany tak, aby opisoval tra-
jektoriu hmotného bodu a aby to bola krivka, bod nemdze stat. A ked uz
sa pohybuje, tak ideélne konstantou rychlostou a koneény cas (ak je krivka
kone¢na). Takato predstava uz je takmer presna, treba by si mozno premys-
liet, ¢o s nehladkymi krivkami — nam v8ak tato predstava postacuje.

e Ako to zadefinovat matematicky?

Ked o krivke premyslame ako o trajektorii bodu, su jej dve kIacové vlast-
nosti uplne prirodzené. Po prvé, v kazdom bode krivky moézeme zadefinovat
vektor rovny rychlosti ¢astici v.danom bode. Takze ak mame nejaky kratky
tisek ¢iary s dlzkou dl, vieme z neho spravit vektor dl = nydl, kde |ng| = 1
je dotycnicovy vektor.

e Ako by ste ho spoé¢itali pre nejaku krivku a ako jeho dlzka savisi s interpreta-
ciou krivky ako trajektorie Castice?

Prirovnanie k trajektorii ¢astice berte len ako pomocku, takéto vektorové
pole sa vyuziva aj tam, kde sa ziaden pohyb nedeje. Dolezité zistenie je
vsak také, ze krivke viem priradit jednoznac¢né vektorové pole, ktoré je na
nej zadefinované.

e Nakreslite si jednu cvi¢ni krivku a toto vektorové pole na nej.

Podobne je uzitocné priradit vektorové pole ploche. Plocha ja parametri-
zované dvojicou parametrov, preto nam interpretacia s trajektériou hmot-
ného bodu uz neposlizi. Pri ploche sa vSak nika iny prirodzeny smer, v pri-
pade krivky to bol smer dotycnice, v pripade plochy je to smer kolmice. Takze
kazdému malému elementu s plochou dS vieme priradit vektor dS = nydS,
kde |ny| =1 je vektor kolmy na dant plochu.

Preco kolmy a nie rovnobezny? Po prvé je to otazkou jednoznac¢nosti. Na
danu plochu je jeden smer pre kolmy vektor, no nekonecne vela pre doty¢ni-
cové. Po druhé je to vecou uzitocnosti, pri ploche nas ¢asto zaujima tok
niecoho skrz tuto plochu a prave tento kolmy vektor ukazuje smerom op-
timalneho pridenia cez plochu. Takto vytvorené vektorové pole si mozete
predstavit ako jezka — vektory tréia von z plochy.
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e Nakreslite si jednu cviéni plochu a vektorové pole na nej.

V matematike vieme integrovat po krivke, ploche ¢i objeme, niekedy sa
nam pod integralom objavuje oby¢ajna funkcia a v niektorych pripadoch, ako
sme prediskutovali, je tam vektorové pole (¢i stcin s nim). Niekedy néas zauji-
maju objemové integraly, napriklad ked integrujeme hmotnostni hustotu cez
objem, ziskame celd hmotnost telesa. Niekedy integrujeme cez plochu aby
sme ziskali celkovy prietok nejaké pola, napriklad chceme spocitat, kolko
vody pretekd danym prierezom. Existuju dve velmi uZito¢né rovnosti, ktoré
nam prepajaju rozdielne typy integralov. Na co je to uzitocné sa dozvieme
¢oskoro.

Gaussova veta

Gaussova veta spédja integral po uzavretej ploche s tym, ¢o sa deje vo
vnutri tohto objemu:

/A-dS:/divA dv, (44)

obcas by niekto pouzil znacenie 55 aby pripomenul, Ze integral sa robi po
uzavretej ploche, my si to budeme pamitat [| Pozrime sa, ¢o tato rovnica
hovori. Na lavej strane mame vektorové pole, ktoré prechadza cez plochu.

e Ako musi byt A vo¢i dS natocené, aby bol skaldrny sacin ¢o najvacsi?

Ak by som si pod vektorovym polom A predstavil napriklad rychlostné
pole tekutiny, tak Tava strana mi hovori, kolko tekutiny preteka (¢i vyteka)
cez plochu. Co opisovala divergencia? Vznik alebo zéanik (zbiehanie alebo
rozbiehanie) vektorov. Prava strana mi teda hovori, ¢i vektory vo vnutri
zanikaju alebo vznikaju.

e Skiuste si vymysliet nejaké netrivialne vektorové pole, obalte ho sférickou
plochou a zhodnotte, ¢o sa deje.

Ked si Gaussovu vetu vyjadrite v Tudskej reci, jej matematicka formulacia
by mala byt jasna.

o Je?

6T udia bezne pouzivaju tento symbol skér pre integral po uzavretej slucke.
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Stokesova veta
Blizkym pribuznym Gaussovej vety je Stokesova veta, spaja integral po
ploche s integralom po krivke.

/A-dl:/rotA-dS. (45)

Integrujeme po uzavretej krivke a uvazujeme tok cez I'ubovolnu plochu,
pre ktoru je tato krivka hranicou. Takze ako krivku si predstavte uzavrety
motizik a na hom natiahnutd mydlova bublina je plocha, cez ktortu integru-
jeme.

Kratky komentar k moznej aplikacii tychto dvoch rovnic. Predstavte si, ze
sa 0 tomto svete dozviete, ze pre l'ubovolnt krivku plati, ze [ A-dl = [ B-dS.
Co vam tato skutocnost hovorf o A a B? To je takto tazko viditelné. Ak
vsak aplikujeme Stokesovu vetu, zrazu vidime, ze B = rot A.

e V tomto vysvetleni je kIi¢ové, Ze pévodné tvrdenie musi platit pre Tubovolnu
krivku. Preco?

Zaujimavostou Stokesovej vety je, Zze moze byt uzitoéna aj pre Tudi,

ktorych fyzika nezaujima. Napriklad ich vSak zaujimajua komplexné ¢&isla
(ktoré st dvojrozmerné a tvoria plochu)’|

4.4 Konzervativne polia

Podme koneé¢ne spét k fyzike. Existuje velmi uZitoény pojem — praca,

W:/BF.ds. (46)

Praca sa meria v J(ouloch) a T'udovo hovori, Ze aké narocné je pohyb pri
danom silovom pésobeni vykonat. Pri istom type sil plati, ze

W():%F-ds:(). (47)

Teraz sme vynimoc¢ne zdoraznili, Ze ide o integral po uzavretej slucke. Teda,
ak sa pri vykone prace vratim na zaciatok, nevykonam ziadnu pracu — kol'ko

"Toto je pre nas v podstate nedolezita poznamka, je viak moznost sa jej venovat v
ramci doplnkového projektu.
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J som dal, tolko som si vzal. Takymto silam sa hovori konzervativne. Tato
hodnota je objektivna, kedZe nezalezi od konkrétneho vyberu trasy, len od
konecného bodu.

e Poznate nejaky priklad konzervativnej sily?
e Poznate priklad nekonzervativnej sily?
Matematickd podmienka pre konzervativne sily je
V xF=0. (48)
e Preco?

V ¢om st konzervativne sily vyznamna? Ze praca, ktori pri nich vykoname,
nezélezi od dréhy, pozdlz ktorej ju robime. Nech uZ sa z bodu A do bodu
B dostaneme hocijako, bude nas to stat rovnako vela prace. M4 teda zmy-
sel zaviest stavovi veli¢inu — potencialnu energiu — ktora mi hovori, kolko
préace potrebujem vykonat, aby som sa na dané miesto dostal (voci nejakému
referenénému bodu, napriklad povrchu Zeme).

e Preco nie je odporové sila vzduchu konzervativna? Vymyslite konkrétny
priklad.

Ak je sila konzervativna, viem ju zapisat pomocou jedného vektorového
pola:
F=-Vo. (49)

e Ako je mozné, ze vektorové pole (tri komponenty) viem zapisat pomocou
skalarneho (jedna komponenta)?

o Ukazte, ze takto zadefinovani sila je konzervativna.
Toto je velmi uzitoény nastroj, silové polia, ktora spliiaju poziadavku
konzervativnosti vieme opisat ovela jednoduchsim objektom, pomocou ktorého

vieme napriklad hravo pocitat pracu vykonanu pri istom pohybe.

o Ako?
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Priklady

e Nakreslite vektorové polia:

- A=(1,21),

- A =(z,y,2),

- A=(0,-zy),
- A =(z-y,0),
— A= (2 —2-1)

e Spocitajte rotacie a divergencie poli z predoslej tlohy.

e Vyberte si vektorové pole, ktoré mé nulovi rotaciu. Overte, na jednom
priklade, Zze integrél po slucke da nulovy vysledok.

e Najdite A takeé, ze rot A = (0,0,0).
e Najdite A také, ze rot A = (1,0,0). Je vas vyber unikatny?

e Je silové pole A = (z,y, z) konzervativne? Ak ano, spocitajte jeho
potencial. Svoju odpoved overte.

e Spocitajte silu odpovedajicu potencidlu & = \/%
22 4y2 422

e Nakreslite si vektorové pole A = r a okolo neho sféricka plochu s polom-
erom R. Spocitajte [ A -dS cez tito plochu.

e Dokazte Gaussovu vetu (obrazkovy dokaz staci).

e Dokazte, ze plati rot (A + X B) =rot A + A rot B.
e To isté pre div.

e To isté pre grad.

e Ukéze, ze rot grad & = 0. Teda, ze potencidlové pole je vzdy konzer-
vativne.

e Spominali sme eSte jeden dolezity diferencialny operator, ktory mozem
pustit aj na skaladrne funkcie a aj na vektorové polia. Je definovany ako
2 2 2 .
A= 4 dd—y2 + %. Spocitajte Ag a AA, kde ¢ = x%e¢? a A = (cosz, y°, 2).

da?
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e To isté ¢o v prvej tlohe, ale pre A.

1

/x2+y2+22 :

e Dokazte Stokesovu vetu (obrazkovy dokaz staci).

e Spocitajte A
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5 Iné formulacie mechaniky

Zatial sme pracovali s jednou formuldciou mechaniky — Newtonovou — a
mozno ste si povedali, nie je to malo? Stav Castic je v nej opisany pomo-
cou polohy bodov r;(t) (ktoré suvisia s rychlostou a zrychlenim). Pohybova
rovnica je F; = mya;, Cize diferencialna rovnica druhého stupna, pri ktorej
musime zadat dve poé¢iatoéné podmienky, napriklad: r;(to), v;(to)-

e Aké iné dve podmienky sa daju zadat?

Cize pohyb castice bol zadany silou, ktora na nu posobi; z matematického
hladiska sme riesili diferencialnu rovnicu druhého radu.

e Strucne zhrnut rieSenie linedArneho harmonického oscilatora v tomto kontexte.

Tento popis nie je vzdy idedlny, dovody st roznorodé. Prakticky napriklad
preto, Ze na teleso posobia rozne sily, ktoré sa navzajom c¢iastocne vyrusia.
Peknym prikladom je kyvadlo. Ak zavesime zavazie na Spagat, technicky
vzaté ide o pohyb v troch rozmeroch. Realne vSak kyvanie prebieha len v
dvojrozmernej ploche, za istych podmienok ...

e Akych?
... je pohyb dokonca jednorozmerny, teda prebieha na krivke.
e Preco?

Aj pohyb v dvoch rozmeroch je jednoduchsi, nez by sa mohlo zdat. Pohyb
sa sice deje v dvojrozmernej ploche, ale da sa opisat len jednou sturadnicou.

e Kvoli akému obmedzeniu?

Obmedzenie niekedy volame aj viazba. V principe o tom méZeme rozmyslat
ako o rovniciach s neznamymi. Ak mame jednu nezndme z a k nej zadanu
7iadnu rovnicu, moze byt hodnota z hocijakd. Ked pridam rovnicu z? —
2x + 1 = 0, tak zrazu uz hodnota z nemoéze byt hocijakd. Ponaucenie:
rovnice (obmedzenia, vizby) znizuju efektivny pocet stupiiov volnosti. Stu-
penl volnosti je vSeobecné oznacenie pre nieco, ¢o sa sprava dynamicky.
Napriklad hmotny bod pohybujtci sa v dvojrozmernej ploche ma dva stupne
volnosti, ak by som v8ak povedal, Ze sa musi drzat vo vzdialenosti R od poci-
atku, je jeho poloha presne opisand jednym uhlom, teda jednym stuphom

volnosti.
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e Akym uhlom? Co vam to pripomina?

Stupne volnosti mozu byt aj sofistikovanejsie, napriklad opisovat kolek-
tivny pohyb mnohych bodov — napriklad rézne formy vlnenia, pricom kazdy
typ viny (ktora tam moze, ale nemusi, byt) bude predstavovat stupen volnosti,
podobne, ako stupen volnosti predstavuje poloha volného bodu voci roznym
suradnicovym osiam (vo¢i ktorym sa moéze, ale nemusi, pohybovat).

Takze, ak mame spominané kyvadlo — zavazie na natiahnutom Spagate,
ktoré sa kyva v istej rovine, tak je jeho pohyb opisatelny pomocou jedného
uhla.

e Kolko Newtonovych pohybovych rovnic pouzivame na jeho opis a kolko sil
v nich vystupuje?

Namiesto mnohych diferencialnych rovnic s viacerymi silami (v tomto pri-
pade gravitacna sila a reaktivna sila §pagatu) nam staci len jedna premenna
a pre nu jedna dynamicka rovnica. Toto je, v skratke, esencia a povab La-
grangovskej mechaniky:.

5.1 LagranzZzova mechanika

Ide o trochu iny opis mechaniky. Stav systémy je opisany pomocou zovseobec-
nenych stradnic q, ako r; = r;(q) = (2:(¢), ¥i(q), z:(q)) (rychlosti zadané ob-
dobne, cez ¢asové derivacie). Napriklad pohyb v dvoch rozmeroch méze zada-
vat cez (z,y) alebo (r, ) alebo v niektorych pripadoch len cez ¢. Dynamika
je zakodované cez funkciu, takzvany Langrangian (niekedy aj lagranzian),

cez tito rovnicu
d (0L oL
— (=) = == 50
dt (3%) dq; (50)

pricom v pripade nerelativistickychf| ¢astic je Langrangian dany ako

L(q,q) =T(q,q) — U(q,q), (51)

kde T je kinetickd a U potencidlna energia systému.

e VyskusSat pre kyvadlo a linedrny harmonicky oscilator.

8K relativistickej fyzike sa dostaneme neskér.
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e Overit konzistentnost s Newtonovymi zédkonmi.

Na ¢o je to dobré? Napriklad sa dé lepsSie zovseobecnit. V klasickej
mechanike mate na vyber bud pouzivat silovy Newtonovsky opis alebo opis
cez Lagrangeov uc¢inok — na jeho zadanie potrebujeme vediet opisat kineticka
a potencialnu energiu systému. V mnohych modernejsich teériach, napriklad
kvantovej teorii pola, je pojem sily tazko zadefinovatelny — no kineticka a
potencidlna energia sa opisuju ahko.

Prvym argumentom pre Lagranzovskd mechaniku bola jednoduchost a
praktickost, druhym je vhlad, ktory v niektorych situaciach poskytuje. K
tomu sa dostaneme o chvilu. Mame v8ak moZnost premostit k velmi vyznam-
nej oblasti matematiky, ktora tzko sivisi s optimalizéciou. Niekedy sa stane,
7e pohyb je limitovy, obmedzeny istymi rovnicami, napriklad z?+v? = R? ak
ide o pohyb po kruznici. Obmedzenia sa vzdy daji napisat v tvare f(r,t) = 0,
napriklad f(z,y,t) = 2% + y*> — R? pre spominany pohyb po kruznici. Ak
chcem, aby pohyb dodrziaval tieto pravidla, pouzijem takto upravené rovnice

oL d oL . 9f;

D P
(9(]] dt 8qJ = Oqr,

kde \; sa vola Langrangeov multiplikitor a C' je celkovy pocet obmedzeni.
(Iny uhol pohladu je, Ze sa to stane sucastou Lagrangianu a A mozem brat
ako premenni.)

Podme sa pokusit pochopit, ¢o na ¢om je takito formulécia mechaniky
vlastne zalozena. Spravme si odboc¢ku k matematike.

=0, (52)

e Co je to funkcional?
e Ako ho definovat cez integral?

Bezné funkcia je predpis, ktory priradi ¢islu ¢islo. Uz sme sa stretli s
inymi operéaciami, napriklad derivécia je operator, funkcii priradi funkciu.

e Viete vymysliet iny priklad operatora?

Funkcional je zobrazenie, ktoré funkcii priradi ¢islo. Netreba sa tvarit
prekvapene, uz sme na také narazili — napriklad urc¢ity integral robi presne
toto. Iny priklad — mam funkcie, ktoré opisuju krivku v priestore a tejto
krivke viem priradit ¢islo, napriklad jej dlzku. Takze dlzka krivky (presnejsie
integralny predpis na jej vypocet) je vlastne z toho pohladu funkcionéal. V
principe, aj vycislenie funkciu v nejakom bode sa d& brat ako funkcional.
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e D4 sa aj takato operacia, f(x) — f(xo), zapisat ako integral?

e Pre funkciu méme derivaciu aby sme vedeli ako sa meni, nulovost derivacie
znati minimum alebo maximum. Ako toto sformulovat pre funkcional?

b
Ak méme funkcional S(q) = [ s(t, ¢, ¢)dt tak rovnica pre jeho extremal-
d (0 0
Rl (i (53)
dt 8qj 8qj
Vyzera to povedome? Lagrangova mechanika je dplne in& paradigma.

Mame funkciu, ktora opisuje celkovu trajektoriu, jej priradime funkcionalom
¢islo a vybera taku trajektoriu, ktora dany funkcional maximalizuje.

izaciu je

e Ako cez toto spocitat tvar zaveseného Spagatu?

5.1.1 Symetrie a zdkony zachovania

Teraz ta slibend odmena, hlboka pravda o svete, ktort sme poznali, ale
netusili, preco vlastne plati.

e Aké zakony zachovania pozname?
e Co su to symetrie?

Pod symetriou rozumieme nemennost objektu pri nejakej transformaécii,
napriklad, ak ho oto¢ime. Rotécia je vSak jednou Specifickou transformaciou,
inou je napriklad posunutie v priestore ...

e Aké teleso vyzera rovnako pri posunuti v priestore?
. alebo v case.
o Aké teleso vyzera rovnako pri posunuti v ¢ase?

e Vymyslite priklad diskrétnej a spojitej symetrie.
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V principe sa nemusime rozpréavat len o operaciach, ktoré robime s tele-
sami ale aj s rovnicami. Napriklad, gravitacné pole v okoli Zeme nie je invari-
antné voci posunutiam v priestore, lebo na Slovensku mieri inym smerom,
ako v Australii. Ale je invariantné vo¢i posunutiam v ¢ase, lebo (az na drobné
odchylky) je dnes rovnaké ako véera. Hovorime, Ze rovnice maju symetriu
ak sa nezmenia pri istej transformacii.

Emma Noether dokazala fascinujuce tvrdenie — ak mé systém rovnic
symetriu, existuji v om zachovavajice sa veli¢iny. PresnejSie takto:

Noetherovej teorém: Za kazdu diferencovatelni symetriu generovani
lokdlnym tuc¢inkom existuje zachovavajuci sa priad.

Noetherovej teorém (I'udové znenie): Za kazda symetriu mame
zdkon zachovania.

Podme si to ukazaf. Priklad: Co ak spravanie systému nezavisi od
polohy? Potom musi platit, ze L(q,q,t) = L(q,t) H Tym padom méame

d (0L oL
— | =) ==—=0. (54)
dt \ 0q; 9q;

Lava strana tvrdi, Ze existuje veli¢ina, ktora sa v ¢ase nemeni.

e O aku veli¢inu ide?

e Ako to funguje pre dve Castice a potencial v tvare V(z1 — x9)?

Co sme sa prave dozvedeli? Hybnost sa zachovava ako dosledok nezévis-
losti fyzikalnych zakonov od polohy (vo vesmire)!

e Skisme edte jeden zakon, ¢o dostaneme za nemennost rovnic v ¢ase? L(q, q,t) =
L(q,q)

Plati bijektivny vztah medzi spojitymi symetriami a zdkonmi zachovania.
e Co je to bijekcia?

e Existuje energia?

9V tomto priklade sme vynechali cely vektor, v principe to plati aj pre jednu zlozku.
Pre¢o? (Nacakana otazka v poznamke pod ¢iaroul!)
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5.2 Hamiltonova mechanika

V Hamiltonovej formulacii je logika eSte trochu ina. Stav systému je zadany
pomocou stradnic vo fazovom priestore r = (q,p) a dynamika systému je
zadand cez tzv. Hamiltonidn, H(q, p,t), je funkciou, ktora zobrazuje body
fazové priestoru do realnych cisiel. Hamiltonian bezne predstavuje energiu
systému.

e Kolko rozmerov ma fazovy priestor a ¢o to vlastne je?

Pohybové rovnice su teraz dve:

OH . OH

P:—a—q,Q—%- (55)

Bezny sposob ako najst Hamiltonian je vyuzit transforméciu:
H=> gp—L (56)
i
kde p; = g—; sa vola zovSeobecnena hybnost. Tomuto sa hovori Legendrova

1
transformécia, ide o bezny prechod medzi dvoma zdruZenymi opismi jedného
systému.

e Co je to fazovy portrét systému?

Na ¢o je to dobré? Podobne ako pri Langranziédne sa da tento postup do-
bre zovSeobecnit, napriklad pri definovani kvantovej mechaniky. Hamiltonovska
mechanika sa ¢asto objavuje pri robeni numerickych simulacii.

e Preco?

Matematicky s zrazu dokdzateIné velmi netrivialne tvrdenia, napriklad,
7e objem vo fazovom priestore sa pocas pohybu po trajektoridch zachovava,
volé sa to Liouvillov teorém.

e Cosa tym mysli?
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Priklady

e Opiste pohyb kyvadla na pohyblivej plosinke (sta¢i najst pohybovu
rovnicu).

e Opiste pohyb linearneho harmonického oscilatora cez newtonovsku, la-
granzovsku aj hamiltonovskt mechaniku. Najdite zadkony zachovania a
pohybové rovnice.

e Zhotovte fazovy portrét fyzikalneho kyvadla.

e NapiSte rovnice pre tri hmotné body spojené dvomi pruzinami.

Dvojné kyvadlo
Na kyvadlo dlzky ; pripevnime kyvadlo dizky o, na neho ide zavazie m.

e Navrhnite rozumné sturadnice pre opis takéhoto systému.

e Napite, ako vyzerd kineticka energia (névod: By, = im (2% 4 §?), kde
x,y vyjadrite cez vaSe suradnice a spravne zderivujte).

Napiste potencidlnu energiu.

Napiste Lagrangian a pohybové rovnice (pre obe premenné).

Odvod'te zdruzenu hybnost, Hamiltonian a Hamiltonove rovnice (vysli
rovnako?)

Kyvadlo na plosinke
Kyvadlo je zavesené na platforme, ktora sa volne pohybuje v horizontalnom
smere. Zopakujte vSetko z predoslej tlohy plus najdite zdkony zachovania.

Projekty
e Spracovat tému symetrii a zdkonov zachovania.

e Spocitat cez funkcional tvar lana zaveseného medzi dvomi bodmi.
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6 Oscilator

Linearny harmonicky oscilator je asi najvyznamnejsi fyzikalny systém. Okrem
toho, Ze sa nachéadza, ob¢as trochu kamuflovane, vselikde (vysvetlime si
preco), tak sa na iom da naucit aj vela zaujimavej matematiky. Budete teda
chvilu preskakovat medzi fyzikou oscilatora a roznymi oblastami matematiky.

6.1 Linearny harmonicky oscilator, 1. ¢ast

Oscilécia je jedna zo zakladnych foriem pohybu. BeZzne studujeme linedrny
harmonicky oscilator (LHO), uz sme ho parkrat spominali bez riadneho uve-
denia.

e Co je na oscilatore harmonické a ¢o linearne?
Jeho diferencialna rovnica vyzera takto:

&= —wi, (57)

kde w2 = k/m je prirodzena frekvencia oscilatora. Intuitivny opis je takyto:
objekt je tahany opac¢nym smerom, ako je vychyleny — teda smerom k rovnovaznemu
stavu — pricom sila je imerné tejto vychylke. Cim viac sme vychyleni, tym

viac to taha.

e Odvodte rovnicu pre LHO v lagranzovej a hamiltonovej mechanike.
Riesenim tejto rovnice je z(t) = Asin (wot + ¢).
e Aké su dalSie moZné riesenia a preco nie st vhodné?

To znamena, %e ked vychylime objekt jednym smerom od rovnovahy, sila
ho bude tahat spat — no objekt sa v rovnovaznom stave nezastavi a preklopi
sa opacfnym smerom.

e Preco to nemdze byt inak?
e Co by to zmenilo?
e Ako urcujeme A, ¢7

e Existuju aj ind formy zapisu rieSenia?
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Co sa stane, ak sa poktsime rozhybat oscilator s inou frekvenciou, F' =
Fjy cos (wpt). Zoberme ¢ = 0 pre jednoduchost. Rovnica vyzeréa ako

&+ wir = (Fy/m)sinwpt. (58)

Riesenie budeme hladat v tvare x = Asinwpt.

e Preco?
Dolezit4 je pre nas teraz hodnota amplitady A = %
0 F

e Ako vyzera jej graf v zavislosti od wg?
Jav pri ktorom wy ~ wg sa vola rezonancia.

e Preco funguje?

e M4 rezonancia svoje limity?

Co ak by sme mali vynucovaciu silu F = Fl sin (w;t) + F2sin (wot)? Teda
namiesto jednoduchej vynuctjucej sily mame jednu trochu zlozitejsiu, ktora
viak je siftom dvoch jednoduchych. Ako ziskat riesenie? Co tak skusit
jednotlivé rieSenie séitat dokopy?

e Preco je teda LHO linedrny oscilator?
e Ako naplnit pociato¢né podmienky pri zapnutej sile?

Co ak by sme dostali zadanu silu, ktora sice je periodicka, ale na prvy
¢ druhy pohlad nepripomina sucet sinusov? Je ¢as na prvé matematické
okienko.

6.2 Matematické okienko 1: Fourierov rozvoj

Uz sme sa stretli s jednym velmi $pecifickym rozvojom a jednym velmi Speci-
fickym rozkladom.

Pri Taylorovom rozvoji sme si ukézali, ze funkcie vieme rozkladat do
radov, napriklad sinz = x — 23/3! + .... Ma to velka vyhodu, $pecialne
ak skumame len malé okolie istého bodu (napriklad z = 0 v tomto pripade),
kedZe mozeme vela Clenov zanedbat, napriklad vSetky okrem prvého — podla
pozadovanej presnosti. To je prvé doélezité ponaucenie.
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Délezitou vlastnostou vektorov je, Ze sa daju rozkladat do zloziek (pomo-
cou bazy), napriklad (1,2)7 = le, + 2e,, kde e st bazové vektory s dlzkou 1
ukazujtuce v smere osi x a y. Dolezitou vlastnostou bazovych vektorov je, ze
e,-e,=0ae; e, =e,; e, =1 Preco je touzitocné? V principe mozeme
pouzivat zloZitejSiu bazu, napriklad e, = \/Li (1,1) ae, = \/Li (1,-1).

e Overte, Ze spliia spominané vlastnosti a rozlozte do tejto bazy spominany
vektor.

Ako vyextrahovat zlozky vektora voci danej baze? Ak mam vektor v =
(a,b) = aye; + agey, tak Tahko. Ak ma napriklad zaujima prvy koeficien, a;,
tak staci vektor skalarne prenasobit s e;.

o Ukézte, Ze je to naozaj tak.

Kratke zhrnutie: vektory rozkladdme do bazy, ktorej prvky st vybrané
tak, aby splhali pekné vlastnosti a vdaka tomu viem hravo — pomocou op-
eracie skalarneho stac¢inu — extrahovat jednotlivé koeficienty rozvoja.

Toto je zaujimavy bod, doteraz ste poznali skalarny sti¢in jednoducho cez
jeho geometrickt interpretaciu. Teraz sa vSak predstavuje v trochu novej
tlohe — umoznuje definiciu struktary. Bezny postup v matematike je, ze
objavime niec¢o uzitocné a pokisime sa to zovSeobecnit.

Predstavte si, ze mame vektorovy priestor V. Vektorovy priestor je
mnoZina prvkov, ktoré sa daju spolu séitavat a nasobit skalarmi (teda ¢is-
lami).

Vektorovy priestor mozem vybavit vnidtornym siucinom, ktory funguje
tak, zZe do neho vlozim dva prvky vektorového priestoru a on mi vyhodi ¢islo,
pricom plati (pre jednoduchost budeme uvazovat len realne zlozky, v principe
sa da vsetko prerozpravat aj komplexne), Ze

1. (vy,vg) €

2. (v1,va) = (va,vy),

3. (vo+avy,va) = (vo,v1) + a (vo, va),
4. (vi,vy) >

e Overte, Ze bezny skalarny sucin splia tieto vlastnosti. Skiste ich slovne
vysvetlit.
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Ako sme sa rozpravali, toto nésobenie vdychne vektorovému priestoru
zivot a zavidza mnoho uzito¢nych vlastnosti. Moznosti, ako zadefinovat
skalarny sucin, je vela a moézu odpovedat roznym fyzikdlnym kontextom.

e Ako je definovana dizka vektora?

Takze, spat k sinusom a kosinusom. Predstavme si ohraniceny interval
(0, L) a uvazujme sinusy, ktoré na okrajoch tohoto intervalu maju nulové
hodnoty; majui tvar

fu(z) = \/%sin (nLLx) : (59)

Takéto funkcie sa daju s¢itavat a nasobit ¢islami a stale buda spliat
poziadavku, aby boli na okrajoch intervalu nulové.

e Je to ofividné?

Takze nami zadefinované funkcie f, sa spravaju ako béaza vektorového
priestoru funkcii s nulovymi okrajovymi podmienkami, e,.

e Aky je tam jeden velky rozdiel?

Ako by sme zadefinovali nie¢o, ¢o bude zohravat tlohu vnutorného sucinu?
Malo by ist o operéciu, ktora bude splhat poziadavky, ktoré sme videli pred
chvilou.

e Aké je operacia, ktora zoberie dve rozne funkcie a priradi im &islo?

Co tak integral?

L
2d
s fr) = / sin ”” sin (mzx) Tx (60)
0

e UkaZe, Ze toto splita vlastnosti ako sme mali pre skalarny stéin.

e Uz asi tusite, preco sa pred sinusom objavila divné konstanta. VSimnite si,
Ze sme ju v principe mohli upratat do definicie sta¢inu. Vidno to?
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Tak a hotovo, uz by vlastne vSetko mali byt jasné. Vola sa to Fourierov
rozvoj: slusné || funkcie spliajuce poziadavku f(0) = f(L) = 0 sa daju
rozkladat do bazy sinusov

F@) =S aufulo). (61)

pricom vnutorny (skalarny) suc¢in mame definovany pomocou integralu a
vSetko ostatné funguje ako pri rozkladani vektorov do bazy, akurat s tym
rozdielom, Ze tu ma baza nekonecne vela prvkov.

e Ako a preco by sa toto dalo zopakovat s kosinusmi?

6.3 Linearny harmonicky oscilator, 2. dast

Tak a sme spét pri fyzike, pripomenme si, ¢o sa dialo. Polozili sme si otazku,
¢o ak na oscilator posobi periodicka sila, ktora na prvy pohlad nepripomina
sinusy ¢i kosinusy? Uz je asi odpoved jasna. Aj ked nieCo nepripomina
sinusy, tak to eSte neznamené, Ze sa do sinusov rozlozit neda. A ked viem
rozlozit vynucovaciu silu do sinusov a zaroven viem, Zze pre kazdy ¢len na
pravej strane mozeme najst separatne rieSenie a potom ich s¢itame dokopy.

Ftwir=F(t) =) a,sin(nwt) = 2(t) =a5(t) + > _xa(t),  (62)

kde zy(t) je riesenie homogénnej rovnice (s nulou na pravej strane) a F'(t) je
pravidelne nulova funkcia, ktoré, ako sme si ukézali, vieme rozlozit do sinusov.
A teda x,(t) st rieSenie odpovedajuce tymto sinusovym vynucovacim silam.

e Cosa tym mysli? Ako by sa zmenilo rieSenie pre iné periodické F'(t)?

V tejto konstrukcii boli uzitoéné dve skutocnosti. Po prvé, Ze rieSenim
LHO rovnic st goniometrické funkcie a po druhé, ze periodické funkcie sa
daju rozkladat do goniometirckych funkcii.

e Je to nahoda? Co ak by sila nebola periodicki?

0Tgnorujeme teraz rézne Sialene nespojité funkcie a podobne.
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Nebudeme tymto smerom pokracovat, demonstrovali sme uzitocnost a
zmysel Fourierovho rozvoja. Situaciu si teraz skomplikujeme inak, do rovnic
prihodime ¢len za tlmenie F; = —yma. Doteraz sa nam v rovniciach ob-
javovali nulté a druhé derivacie, ¢o je fajn, lebo ked zoberieme (ko)sinus a
dvakrat ho zderivujeme, dostaneme znovu (ko)sinus a par ozdob, v rovnici-
ach sa vSetko pekne vykrati. Ak sa do rovnic dostane len jedna derivécia,
zafnl sa nam miesat sinusy a kosinusy.

e Ako by sa dalo postupovat?
Rovnice pre vynucovany LHO s tlmenim vyzera takto:
&+ ymi + wiz = (Fy/m) sinwpt. (63)

V principe by sa dalo postupovat asi tak, ako myslite, ale je to krkolomné.
Nastastie ndm dava matematika Sikovny nastroj, komplexné ¢isla.

Matematické okienko 2: Komplexné cisla

Matematici (davno) narazili na problém. Vedeli riesit velijaké zlozité polynomy,
nie vsak vsetky.

o Ako? A aké sa daji riesit rozumne? A aké vobec?

Jednoduchy priklad: 2?2 = —1. A tak zadefinovali imaginarne ¢isla,

v —1 = +1.
e Je tento nazov na mieste? Su realne ¢&isla realne?

Imaginarne ¢isla sa daja spojit s redlnymi a vytvoria komplexné ¢isla v
tvare z = a + ¢ b. Komplexné ¢isla st ¢isla a tak sa s nimi daji robit bezné
¢iselné operacie, niektoré operacie su vSak oproti redlnym cislam nové:

1. scitavanie,
2. nasobenie,
3. delenie,

4. komplexné zdruzenie,
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5. urcenie amplitudy.
e Ako st zadefinované?
o Ktoré st nové? A st nové naozaj?

Dolezité tvrdenie spojené s komplexnymi ¢islami je zakladné veta algebry:
,Kazdy polyném stupna aspon prvého s komplexnymi koeficientami méa v
telese komplexnych ¢isel aspon jeden koren.“

e Ako by ste to povedali (sice menej presnejsie ale zato) jednoduchsie?
Napriklad ak mam polyném 3z2+6z+10, tak ma korene x = % (—3 i 2V 21).
e Aky sa d& v tomto kontexte interpretovat komplexné zdruzenie?

Komplexné ¢isla maju dve zlozky a tak sa prirodzene daju zapisat v
dvojrozmernej rovine.

e VyskuSajte si takto zakreslit zékladné operéacie.

e Nakreslite bod 2+14. Prenésobte bod ¢islami: 2,1, 27, 2414, vysledok zakreslite
a prediskutujte.

Z komplexnych funkeif viem robit funkcie f(z 41 y) = u(z,y) + iv(x,y),
zadefinované st bezne pomocou Taylorovho rozvoja.

e Ako zadefinovat derivaciu?

(Tomuto odstavcu netreba rozumiet podrobne, berte to len ako zauji-

mavt poznamku bokom.) Funkcie, pre ktoré existuje v kazdom bode f’(zy) =

lim f(z)—f(20)
2—20 Z—Z0

denie, Cauchyho integrdla veta: [ f(z)dz = 0. Ak funkcia nie je holo-

volame holomorfné. Pre takéto funkcie plati velmi silné tvr-

5

morfna len v mnozine bodov a, tak na pravej strane rovnice sa objavi

270y Res (ag). Toto sa vola reziduova veta, Res (ay) je jednoducho spodi-
k

tatelna vec. Vo vysledku mi tato konstrukcia umoznuje spocitat velmi tazké
integraly pomerne jednoduchym sposobom. Hodnota (redlneho) integréalu sa
prevedie na hladanie rezidui v komplexnej ploche.

Najdolezitejsia funkcia komplexnych ¢isiel je (aspon pre fyzikov) expo-
nencialna.

95



e Pripomenme si, ¢o je €7 Navod: Taylorov rozvoj.

e Aka je amplitida tohto ¢isla? Prec¢o sa mu hovori komplexna jednotka?

a+ib

Kazdé komplexné &islo viem teda zapisat v tvare z = e = re’®, niekedy

hovorime aj o amplitide/velkosti a faze.
e Zistite hodnotu r, ¢. Ako funguje nésobenie pri takomto zépise?
e Na pobavenie, ak je ¢as, prediskutujte Riemannovu hypotézu.

Tak a teraz toto vSetko mozeme zirocCit pri rieSeni tlmeného LHO.

6.4 Linearny harmonicky oscilator, 3. cast

Uz vieme, 7e je suvis medzi exponencialnou funkciou z komplexného ¢isla a
sinusmi a kosinusmi: € = cosz + ¢sinz. Oproti nim v8ak m4 jedno vyhodu
(kedZe ich miesa), ak derivujem exponencialu (raz ¢ dvakrat), dostanem to
isté.

Ak by sme dosadili do rovnice ako mozné riesenie Ae'Pt tak by to
na lavej strane vyzeralo celkom dobre, z kazdého ¢lena by sa dala vynat
exponenciala.

e Je to vidno?

Problém je na pravej strane, tam mame sinus a nie exponentu. Ak by
sme tam mali tieZ exponentu, mohli by sme ju vykratit s tou na lavej strane
a zostane nam jedna jednoduché rovnica pre A. Zmenit vSak prava stranu
rovnice, to je podvod, nie? RieSime nieco iné, ako sme mali zadané! Nebojte
sa, da sa to spravit korektne.

Predstavte si dve rovnice:

ui(z) = 0, (64)
us(x) = 0,
pokojne napriklad u; = 22 + 22 — 1 a us = 3sinxz. MAame dve rovnice

pre (jednorozmerné) premenné x a asi nie je takym prekvapenim, Ze ich
dokézeme zapisat pomocou jednej rovnice pre (dvojrozmerné) komplexni
funkciu z = uy(x) + iug(x), s ktorou staci napisat z = 0 a mame vybavené.

56



e Kolko nul je v komplexnej nule?

No a uz mozno tusite, v ¢om spociva vtip. Niekedy sa dve rovnice naraz
riesia Tahsie, ako obe osve. Co ak by sme si k rovnici (63) domysleli dalsiu a
ta pévodni vynasobili s 7

e MoZem rovnicu len tak nasobit s 77
Dostaneme toto:
i(&+vi+wiz) = i(Fp/m)sinwpt, (65)
T+ 7 +wiry = (Fy/m)coswyt.

Druhéa rovnica je pre int premenni, zs, kde f zdoraziuje, Ze ide o fiktivne
rieSenie, ktora nas nezaujima a vymysleli sme ho.

e Aky je rozdiel medzi fiktivnym a imaginarnym? Preco to nemame naopak,
teda, ze fiktivna Cast by bola ta imaginarna?

Teraz si zadefinujme z = xy + iz a dostaneme jednu rovnicu

P4 yidwiz = (Fy/m)e™rt. (66)

Riegenie tejto rovnice budeme hladat v tvare z = Ae™r! a dostaneme

A (—wi +iwpy +wp) = Fy/m. (67)
Z toho uz lahko ziskame vyjadrenie pre A. Dokopy teda méame (komplexné)
rieSenie
Fo/m

= ) 68
© —wi + iwpy + wi (68)

pricom si treba spomentt, Ze nas zaujima len jeho imaginarna cast (lebo ta
nie je fiktivna) E, x = Im z. Toto cviCenie s imaginarnymi ¢islami si nechame
na cvicenia, dolezita je vsak amplituda oscilacie:

Fo/m
2

A—
(=) + 7

(69)

ako vidime, po pridani tlmenia uz amplitida nemdéze byt nekonecné.

UToto je dobra lekcia k preciteniu skuto¢nosti, Ze nazov imagindrne ¢isla je nestastny.
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e Intuitivne je to prec¢o?

Stale vSak plati, Ze rezonancia nastéva pre wrp ~ wy. Aplikacia je taka, ze
vyrazné kmitanie sa da dosiahnut aj bez vyrazne velkej sily. To je nieco, ¢o
vidime vSade okolo seba.

e Vymenujte milién prikladov veci, ¢o kmitaji.

e Preco je tomu tak? Co ich spaja? (Napoveda: Preco kmita kyvadlo?)
Pod'me néjst zdévodnenie univerzalnosti kmitania. Sila pre LHO je F = —kuz,
jeho potencialna energia je

1
U(z) = §k:x2. (70)
e Sedi to?
Veci maju tendenciu dosadnut do energetického minima.
e Preco? Nemala by sa energia zachovavat?
Ako vyzera potencial v okoli minima? Takto
1
Ux) = U0+§U”(x0)(x—x0)2+.... (71)
Prvy ¢len je nepodstatny, ide o konStantny prispevok k energii. Ked si
zadefinujeme suradnice tak, aby xy = 0, tak je zrazu jasna jedna vec.
e Aka? (Napoveda: Aky ¢len chyba v rozvoji?)

Kazdy systém, ktory méa tendenciu dosadnit do energetického minima, sa
spréava ako oscilator! Jednoduché, elegantné a fascinujtce zistenie.

e Kedy sa kyvadlo sprava ako oscilator?

No dobre, ale hmota predsa nie je tvorena z jednej veci, ktora by oscilovala,
ale z mnohych. Mozeme si predstavit oscilatory, ktoré si medzi spojené —
hovorime o zviazanych oscilatoroch.

Predstavme si napriklad jednoduchy systém klinec-pruzinka-zavazie-pruzinka-

zévazie-pruzinka-klinec (ten prvy a posledny klinec st jeden a ten isty).
Vsetky pruzinky maja tuhost k, zavazia maju hmotnost m a polohy x1, x5,
potencialna energia je:

1 1 1
U(xy,x9) = ikjm% + ékxg + 5]{?(272 —11)% (72)
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e Kazdy ¢len zodpoveda natiahnutiu jednej z pruziniek, ktory je ku ktorej?
Ked si to rozbijeme na drobné, dostaneme
Ul(xy,x5) = kot — kxyxo + k3. (73)

Tomuto hovorime zviazané LHO. Tu zviazanost je citit — ak je napriklad
velka hodnota w1, tak to citi aj druhy oscilator a to kvoli druhému ¢lenu,
—kxyxe. Ako ziskat pohybové rovnice? DopiSeme kinetickt energiu

1 1

napiSem lagranzian a z lagranzovej rovnice dostanem dve diferencialne rovnice
pre x1, xo. Tie budu, neprekvapivo, previazané.

e Co to znamend pri diferencidlnych rovniciach?
o Ako by sme tieto diferenciélne rovnice ziskali v newtonovskej mechanike?

Bude takéto nieco oscilovat? To na prvy pohlad moZno nie je jasné, dobre
mame zatial oSetrenu situéciu pre jeden LHO.

e Ako vyzera lagranzian a pohybové rovnice pre dva neviazané a viazané LHO?

Pod'me sa pozriet na matematiku, ktora ndm umozni tento problém rozpliest.

6.5 Matematické okienko 3: Vlastné hodnoty a vlastné
funkcie

Vektory st uzitocné a da sa s nimi vSelico robit. Mali sme dva sposoby, ako
ich spolu nasobit a tak trochu bez poznamky preslo, Ze ich vieme aj nasobit
obyCajnym c¢islom a sc¢itavat. Ak mate dva vektory, v a vy, viete z nich
vyrobit novy vektor vi + Avy. Hovorime, Ze vektory maju linedrnu struktaru
a tvoria vektorovy priestor.

e Viete vymysliet priklad nie¢oho, ¢o sa sprava podobne a priklad nie¢oho, ¢o
takuto struktaru neméa?

Takéto linearne ...

e Pripomenme si, preco sa volé linedrne?
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.. skladanie je vyznamnou vlastnostou vektorov. S vektormi sa daju robit
rozne operacie, nikto nam nebréani zadefinovat operaciu: (z,y) — (22, log |y|),

ale nie¢o na nej nesedi. Co? Nerespektuje linedrnu struktaru vektorov.
e Ako by ste to dokazali?
Od struktury reSpektujicej operacie by sme ocakéavali, ze bude splhat
A(vy+ Avg) = Avy + MAvs. (75)

Takyto postup je v matematike (aj fyzike) bezny. Objavime nejaky objekt s
uzitoénymi vlastnostami a polozime si otazku, ze ¢o vSetko sa s nim da robit
tak, aby sme ti jeho uzito¢ni vlastnost nepokazili. Takito vlastnost maja
pri vektoroch matice, respektive maticové nasobenie.

o Ukazte na jednoduchej matici, Ze maticové nasobenie reSpektuje linedrnu
Struktaru vektorov.

Maticové nasobenie je priamociare, ale chvilku trva, Specialne pri vacsich
maticiach. Sem tam sa stane, Ze je jednoduché, napriklad, ked néasobim
jednotkovou maticou (matica, ktora ma jednotky na diagonale a inde nuly).
Moze byt maticové nasobenie vektorov jednoduché aj pre zlozitejSie matice?
Ano, ak im vyberieme vektory na mieru. Inymi slovami, chceli by sme toto:

AV)\ = )\V)\. (76)

Slovne povedana, maticové nésobenie je na danom vektore len prenasobenie
¢islom. V takto pripade sa v volé vlastny vektor a A je jemu odpovedajica
vlastné hodnota. V dvojrozmernom pripade sa vlastné hodnoty a vektory
hladaju Tahko, pri vySSom pocte rozmerov je postup jasne dany, aj ked
rovnice mozu byt narocnejsie. Z predosli rovnicu vieme upravit na poly-
nomialnu:

(A= M)vy=0—det (A—A\1)=0 (77)

Tomuto polynému (v premennej A) sa hovori aj charakteristicky polynomial.
o Akého je radu?

e Najdite vlastné hodnoty a vlastné vektory oboch matic A z tvodu. Kolko
ich je?
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e Fungovalo by to aj pre viacrozmerné vektory?

Takze mame zaujimavé zistenie. Pre matice vieme najst vektory, ktoré
maja vlastnost, ze sa maticou nasobia jednoducho — s jej $ité na mieru. Aky
je rozmer Stvorcovej matice, tolko vektorov a vlastnych hodnét najdeme.

e Niekedy moze dochadzat k degeneracii, teda viacero identickych vlastnych
hodnét. Vymyslite priklad? Preco sa to deje?

Zatial sme si zvyKkli, Ze vektory rozkladame do bazy ...
e Co to bola t4 baza?

tvorenej z jednotkovych vektorov mieriacich v smere z,y, ... (podla
po¢tu rozmerov), napriklad

(z,y)" =z (1,00" +y(0,1)" . (78)

V principe by sa dalo aj inak, napriklad

() =2— (1, 1) +y—(-1,1)". (79)

Sl -
Sl -

S 19
° —7
Na ¢o su tam tie 7

Preco by sme si takto komplikovali zivot? Lebo sme sa prave dozvedeli,
7e niektoré vektory sa maticou nésobia lahSie, nez iné. A teda ak méame
napriklad podozrenie, Ze budeme vela pracovat s nejakou maticou A, ma
zmysel rozkladat vektory v baze jej vlastnych vektorov vi, vy. Potom mame
nésobenie jednoduché:

Av=A (qul + oV + 2) = a1>\1V1 + OéQ)\QVg. (80)

Predstavte si, Ze mame maticu s vlastnymi hodnotami [A;| > [Aa| > |As]... .
Ako by ste rychlo nasli (priblizni ale rozumne presnti) hodnotu A°v? Toto
je jedna z ukézok, na ¢o je to dobré. Matice sa teda daju rozkladat na tvar

A=QAQ, (81)

kde A je diagonalna matica s vlastnymi vektormi na diagonale a () je matica,
ktorej stlpce st (normované) vlastné vektory matice A. Matica () mé na
starosti prechod do inej bazy.
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e Preco méa @ takyto tvar?
e Overit na nasom priklade.

Kym sa vratime k oscilatorom, este jedna poznamka. Nie¢o podobné ako
vlastné vektory a vlastné hodnoty sa da hladat aj pre operatory na funkciach.
Uz sme sa stretli s niekolkymi operatormi, ktoré zobrazuju funkcie na funkcie
(matice zobrazuju vektory na vektory). Jednoduchy priklad je derivacia 0,.
Ak méame operator D, ktory posobi na funkcie, D f = f , tak sa mozeme
pytat, ¢i existujia vlastné funkcie a vlastné hodnoty definované ako

D f=A\f (82)

Riesenie moze niekedy podliehat aj okrajovym podmienkam. KedZe su fyzikalne
zakony vyjadrené cez diferencidlne rovnice, hladanie vlastnych funkcii pris-
lusnych diferencialnych operatorov je pomerne bezna a uzitocné disciplina.

e Ako vyzeraju vlastné funkcie operatorov 9, a 947

6.6 RieSenie zviazanych oscilatorov a (an)harmonicky
oscilator, 4. dast

Takze, podme spiat k LHO. PrepiSme si potencialnu energiu pomocou matice
ako

Ular, z2) = %(xl,xg) (—i;k/z —211{2) (21, 29). (83)

Pomocou metody, ktora sme si pred chvilou predstavili, vieme tento potenciél
upravit na tvar:

1 —271/2 27\ (52 0 —271/2 9712
U(:Ul)xZ) = 5(:5]_,.’132) ( 2—1/2 2—1/2) ( 0/ 3k/2) ( 2—1/2 2—1/2) (x]_)mQ)T.
(84)

Viem, ¢o si hovorite, tak to teda dakujem pekne! Nebojte sa, hned sa to
uprace. Zadefinujme si nové sturadnice

_271/2 271/2
et = (Fun jan) ) (55)
Po dosadeni dostaneme
1 5k/2 0 T
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e Ako sa zmeni ¢len s kinetickou energiou?

Stalo sa ¢aro, to je predsa potencialna energia dvoch nezviazanych LHO! Este
raz: mali sme dva zviazané oscilatory, pomiesali sme ich stiradnice dokopy
a tento mix sa uz sprava ako dva nezviazané oscildtory. Tymto mixom sa
hovori médy. Pozrime sa na ne:

(—Il +ZE2) (87)

H<||H
[\

vy, = — (11 +12). (88)

&

e Ako vyzeraja pohyby pri ktorych ) = 0 a z}, # 0 a naopak?

Dva moédy odpovedaju dvom rozdielnym situéciam, obe zavazia sa hybu
presne spolu alebo presne naopak. VSeobecna situacia je kombinéciou tychto
dvoch. Frekvenciam moédov sa hovori vlastné frekvencie.

Ako by to dopadlo pre systém tisic zviazanych oscilatorov? Mame matem-
aticky zarucené, ze existuje prechod do suradnic, kde sa budu spravat ako
tisic nezviazanych oscilatorov, pricom rézne moédy budu zodpovedat roznym
kolektivnym pohybom; stéle vsak pojde o vlnenia, mame v ¢ase periodické
rieSenia.

TakZe si zhriime posledné tri ponaucenie, vSetky st velmi dolezité. Po
prvé, ked mame systém, ktory sa skladé pokojne aj mnohych ¢astic, tak tie
maju tendenciu dosadnut do energetického minima, okolo ktorého osciluji.
V principe na seba stale navzajom posobia, preto sa dokopy spravaji ako sys-
tém zviazanych oscilatorov, o ktorom v8ak vieme, Ze jeho kolektivne mody sa
znovu spravaju ako neviazané oscilatory. No a ked méame oscilator, pomerne
velka amplituda sa da vyvolat excitaciou s vhodnou peridédou, ked je peridéda
vynucovace]j sily blizka prirodzenej frekvencii, nastava rezonancia. Kombina-
cia tvrdeni v tom odstavci vysvetluje, preco sa tolko veci v naSom svete vini
a vibruje.

Uz sme si s LHO uzili vela, no podme si vychutnat este jedno spestrenie.
Co ak mame oscilator, ktory nie je harmonicky? Predstavte si potencialnu

energiu v tvare

1
U(z) = §k;x2 + %ZLA. (89)

e Aku pohybovia rovnicu dostaneme?

Ak je hodnota g velkéa ...
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e Velk4 v porovnani s ¢m?

. tak mame smolu; ¢o to sa da v principe spocitat analyticky, bezne sme
vSak odkazany na pocitac. Na pekné rieSenie ala sinus moézeme zabudnit.

e Skuste to.

Predpokladajme, Ze je poruchaFZ] velmi mala. Pozrime sa na tri rovnice

o= 1, (90)
y® +0.0000ly = 1, (91)
v +3y = 1 (92)

Prvi z nich viete vyriesit presne, druht priblizne, s tretou by ste sa dost
potrapili. Podme sa pozriet na rieSenie druhej, mate na to péat sekiand a
sta¢i presnost plus minus jedno percento. Aky je vysledok? Priblizne 1.
Viac alebo menej ako 17 Asi trochu menej. Ako by ste zistili o kol'ko mene;j?
Navrhnime rieSenie v tvare y = 1 4 € a dosadime.

Dostaneme tak rovnicu 0.000014-3.00001e+3e2+€3 = 0. T4 vyzera zlozito,
ale ked si pripomenieme, Ze nas zaujima len mala oprava, méZeme prizmurit
oko a zobrat pribliznd rovnicu 0.00001 4 3.00001e = 0, ktora ma rieSenie
e = —0.00001/3.00001 &~ —3.3 x 107%. Skuto¢ny vysledok je 0.999997, takze
nas hruby odhad bol velmi presny!

e Co by sa stalo, ak by sme tento postup skisili na tretiu rovnicu?

Takze si zrekapitulujme, ako sme postupovali. Dostali sme rovnicu, ktoréa
bola takmer pekna. Krok ¢islo jedna, nahradit ju jednoduchou a peknou
rovnicou a ziskat rieSenie. Potom sme do rovnic vratili poruchu a predpok-
ladali, Ze pekné rieSenie sa zmeni len trochu — a vyriesili sme, znovu priblizne,
rieSenie pre tuto opravu. Ni¢ ndm nebrani v takomto cykle pokracovat, kedze
sme zanedbanim ¢lenov v rovnici pre ¢ stratili isti presnost, tak mozeme
predpokladat, Ze existuje d'alSie — jemnejSie — spresnenie a nas vysledok do-
plnit o dalgiu opravu 1—0.00001/3.00001+¢" a riesit rovnicu pre fiu. Tomuto
sa hovori poruchovy pocet. Kazdy dalsi krok je naro¢nejsi ...

e Vsimli ste si?

12Poruchou sa bezne vo fyzike mysli, ¢ mame nejaky systém, ktory je sam osobe
jednoduchy (alebo rozumne riesiteIny) a do neho vloZim novy ¢len — poruchu —, ktory
jeho spravanie skomplikuje,
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. a tak si od istého bodu mozeme povedat, Ze nam d'alsie spresnenie nestoji
za tu pracu. Maly parameter, ktory stoji pri ¢lene, ktory ndm narusa peknu
rovnicu volame porucha a oznacujeme &.

e Porovnajte s predoslym prikladom.
e Aké st pravidla infinitezimalneho poétu? Dava €2 ~ 0 zmysel?
Riegenie takejto rovnice [?] hladame v tvare

Y =19+ ey +EY2+ ..oy (93)

kde 1o je rieSenie nenarusenej rovnice. TakZe, podme spat k fyzike. Poten-
cidlna energia pre nas oscilator bola U = %kzxz + %3:4, ¢o vedie na pohybovii
rovnicu

mi = —kx — g2’ < & + W'z + ez’ = 0, (94)
kde € je maly parameter.

e M4 tento parameter rozmer?

Pre iu budeme hladat riesSenie v tvare
$I$0+8$1+€2$2+.... (95)

Vsetky z; su funkcie ¢asu, nepiSeme to kvoli prehladnosti. Postupne nam
spresiiuju povodné riesenia. Takyto tip na rieSenie E dosadime do a
pozbierame dokopy ¢leny, ktoré maji rovnaké mocniny e:

60 (ZL’O + W(QJIQ) (96)
+ £ (;Cl + Cdg.%l + l’g)
+ g2 ([i’g + ngg + 3x3x1)
+ ...=0. (97)
Tak a teraz pride dolezity (mentalny) krok — ak je ¢ dostato¢ne malé, tak

¢leny v jednotlivych riadkoch st rézne velké; predstavte si e = 1072 v ne-
jakych prirodzenych jednotkéch.

13Pouzivame tu zatial matematické oznacenie y(r), za chvilu sa vratime k fyzikalnemu
z(t). Nebojte, st to len pismenka.
14Tip na riesenie sa odborné vola ansatz, vraj je to jedno z najkratsich nemeckych slov.
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Aby sa vSetko rovnalo nule, tak sa nule musi rovnat kazda zatvorka.
Prva obsahuje zq, druha xq,z, tretia xg,x1, 29 a tak ich vieme riesit pos-
tupne. Aj ked, ako je asi vidno, obtiaznost rovnic narastd a tak to skor
¢i neskor zabalime. Predsa len, rieSenie spresiiujeme len jemne. Na druht
stranu, po dost dlhom c¢ase sa aj tieto malé zmeny nescitaju, takze tymto
postupom ziskavame len prinajlepSom priblizné riesenie. Ale také nam casto
stacia. Takyto postup je vo fyzike velmi bezny — najprv tlohu vyriesime
zjednodusene a zjednodusSené rieSenie potom postupne ,okorenime* malou
poruchou.

e Skuste opisat, ako by sa touto metodu dal riesit volny pad s odporom vz-
duchu.

Tym sa nasa LHO cesta dostava ku koncu. Asi uznéate, ze najjednoduchsi
mozny fyzikalny systém toho ukryva mnoho a naudili sme sa metody, ktoré
maju aplikdcia na mnohych dalsich miestach fyziky. Pochopili sme, ako
rozkladat zlozité problémy na jednoduché (Fourierov rozvoj), ako si niekedy
zjednodusime pocty tym, Ze si ich skomplikujeme (komplexné rieSenie tl-
meného LHO), preco sa tolko veci okolo nés vlni, kmita a vibruje (malé
kmity a vlastné frekvencie). No a na zaver sme si ukazali, ako krok po kroku
postupovat od jednoduchého riesenia k zlozitému.

Priklady

1. éast

e VyrieSte tlmeny oscilator bez pouzitia komplexnych ¢isiel.

Néjdite ¢o najviac prikladov rezonancie vo svete okolo nas.

Spocitajte velkost a fazu komplexného é&isla === — i a zapiSte ho v

2+i
exponencialnom tvare.

Dokéazte sin (ix) = isinh (iz) (navod: Taylorov rozvoj).

Dokéazte sinh (ix) = —isin (iz) (navod: Bud tiez, alebo vyuzit predosly
priklad a zamysliet sa).
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. Gast

e Pre jednoduchost budeme uvazovat funkcie na intervale 0 < x < L,
ktoré spliiaji f(0) = f(L) = 0. Premysliet si, preco sa takéto daju

o0

zapisat v tvare f(z) = > a,sin (%),
n=1

e Nakreslite prvé tri funkcie sin (%) pren=1,2,3.

e Aby sme pouzili Fourierov rozvoj, potrebujeme vediet urcit koeficienty

nmwTr

L
an. Nato si potrebujeme ujasnit jednu vec, aky je itegral [ sin (—) sin (mgm) dx.
0

L
(Navod, pouzit vzorec pre cos (a + b).)

e Predstavte si, zZe mame f(z) = a sin (2£) + azsin (22) + azsin (272).

L
v . : nmnx
(Ponaucenie, a, ~ [ f(z)sin (%£)).
0
e Sformulujte vzorec pre a,, teda pre urcenie koeficientov Fourierovho
rozvoja.

e Spravte Fourierov rozvoj funkcie f(x) = x(x — L). (Fourierov rozvoj
predpoklada, ze funkcia je periodicka. Kde tento rozvoj spravne zre-
produkuje funkciu?)

e Mate oscilator s tuhostou k, hmotnostou m, ktory je vynucovany peri-
odickou silou, ktora na intervale 0 < t < T" vyzera ako f(t) =t(t —T).
Spocitajte, akym sposobom bude kmitat nas oscilator?

e Ako treba upravit odvodeny postup pre funkcie, ktoré maju vseobecné
okrajové podmienky, teda nemusia nutne spliat f(0) = f(L) = 0.

. Cast

2 1
1 -2
funkcie a vlastné hodnoty. Overte, Ze naozaj ide o vlastné vektory
(nasobenie maticou ich len preskéaluje) a zostrojte a overte rozklad A =

QAQ™Y).

e Najdite vlastné funkcie operatora g—; +b %.

e Najdite (vlastny) rozklad matice A = , teda najdite vlastné

67



e Co sa stane, ak mam dve pruzinky s tuhostami k, &” a zapojim ich vedla
seba a za seba? Aka bude ich efektivna tuhost?

4. dast

e Kyvadlo sa sprava ako LHO len v prvom priblizeni, pridajte prvi
opravu (rozvoj spravte do dalsieho nenulového radu) a opiste, ako to
zmeni spravanie kyvadla.

Projekty

e Spracovat anharmonicky oscildtor numericky.

e Spracovat tému ortogonalnych polynémov.
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7 Viny

HTla, toto je vinova rovnica
ii(r,t) = Au(r, 1), (98)

kde A = 6‘9—; + ... je Laplaceov operator. Jej odvodenie je cvicenie, vieme si
vSak uz na zéklade predoslych kapitol predstavit, ako by sa dala odvodit?

o Ako vyzerd v jednom rozmere?
e Ako vyzerad z pohladu jedného bodu?
e Je tato rovnica linearna?

Premennou v tychto rovniciach je u(z, t), ktoru si teraz mozete predstavit
napriklad ako vertikilnu vychylku vodnej hladiny [’ no takouto rovnicou sa
riadi vSelico: deformacie materialu, tlak vzduchu v miestnosti ¢i elektromag-
netické vlnenie. Jednorozmernu vinu si mozete ¢asto predstavit ako Siriacu
sa po lane, ktoré je natiahnuté na osi z, ¢asto od nekone¢na do nekonecna,
a vychylka sa deje v smere osi .

Uz sme si zvykli, Ze diferencidlna rovnica potrebuje pociatocné pod-
mienky ...

e Tato kolko?

no teraz potrebujeme aj okrajové podmienky. V jednorozmernom pri-
pade mame pre kazdy koniec typicky tri moznosti pre okrajové podmienky:
pevné konce (Dirichletova okrajova podmienka), volné konce (Neumannova
okrajova podmienka) alebo Ziadne nie su (systém nem4 koniec, naprikklad
nekonec¢ne dlhé lano). Pevny koniec sa opisuje podmienkou u(xg,t) a volny
koniec podmienkou 2 u(zg,t).

e Ako to rozsirit do viacerych rozmerov?

Teraz sa pustime do rieSenia vinovej rovnice, budeme sa sustredit na jed-
norozmerny pripad, ktory je rozkosny v tom, Ze sa dé riesit dvomi roznorodymi
sposobmi. Ten prvy z nich sa neda pouzivat vo viacrozmernych pripadoch,
no pontka skvely vhlad a tak si cez neho prejdeme.

15Ako sa d& ukézat, no je nad rdmec tohto kurzu, vodna hladina je mizerny priklad
vinenia, lebo mnohé z toho, ¢o si povieme tam neplati. Viny na vode st vel'mi nereprezen-
tativne, no mame s nimi skusenost, tak sa pomocou nich dobre opisuji iné veci.
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7.1 D’Alambertovo rieSenie

Riesenie podla d’Alamberta spociva v dvoch krokoch. Po prvé, rovno ho
napiseme, lebo vzdy vyzera rovnako. Po druhé, rieSenia nakombinujeme tak,
aby spliiali okrajové a pociatotné podmienky. RieSenie vlnovej rovnice méa
tvar u(z,t) = u(x £ c t).

e Dokézte to.

Zacnime jednoduchou situaciou bez okrajov, mame nekonec¢ne dlhé lano
a zadané pociatocné podmienky

u(z,0) = h(x),4(x,0) = 0. (99)

Riesenie, ktoré splha vlnovi rovnicu s takymito pociatoénymi podmienkami
je

h(z + ct) + h(z — ct)
5 .

e Preco sme nemohli zobrat len jednu cast?

u(z,t) = (100)

e Modifikujte rieSenie pre pociatoéné podmienky u(z,0) = 0,4(z,0) = g(z).

Zaujimavé, nie? RieSime diferencidlnu rovnicu druhého radu s l'ubovolnymi
pocdiatoénymi podmienkami bez toho, aby sme hoci¢o riesili. KIa¢ovia tlohu
zohréava skutocnost, Ze vlna nie je nutne nieco, ¢o sa vini — ale nieco, ¢o sa
pohybuje s fixnym profilom.

Podme skusit pridat okrajovi podmienku. Majme polonekone¢né lano
ukotvené v bode z = 0, teda u(0,t) = 0 a pociatoént podmienku h(z),z > 0.
Zoberme teraz novi, neparnu, funkciu, ktora je zadefinovana takto:

() = {h(—x),x <.0, (101)

e Ak hodnotu ma h(0)?

Inymi slovami, funkciu definovani na polovici intervalu sme neparne rozsirili
na interval cely. RieSenie rovnice je teraz

h(z 4 ct) + h(z — ct)
: .

u(z,t) = (102)
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e Dokazte.
e Ako by ste postup modifikovali pre volny koniec?
e Ako by ste postup modifikovali pre dva pevné/volné konce?

Tento postup je velmi pekny, rieSime bez rieSenia. Vo vy$Som pocte rozmerov
to uz nefunguje, vlny sa pohybuji nekoneénym poc¢tom smerov, tu sa roz-
biehali len dvomi.

Pouzili sme ale zaujimavu fintu (pri pevnom konci). Pévodné zadanie
sme nahradili inym, ale takym, aby tam, kde bolo platné, vyzeralo vsetko
rovnako. Castice v bode z > 0 nevie, ¢i je nalavo od nej pevny koniec alebo
k nej prichadza vlna, ako keby bol — sprava sa len podla toho, ¢o prave citi,
aké sily na nu pdsobia a tak sa musim pohybovat rovnako. Rozsirili sme
zadanie tak, aby v relevantnej casti priestoru dopadlo rovnako, ale nam sa
celkovo riesilo Tahsie. Takyto postup sa pouziva dost casto.

e KTucovu tlohu zohrava takzvana jednoznacnost riegenia diferenciélnej rovnice.
Ako ju opisat slovne?
7.2 Separacia premennych

Podme teraz na univerzéilnejsiu metodu separdciou premennych. Predpok-
ladajme, Ze sa da rieSenie napisat v tvare:

u(z,t) = A(z)B(t), (103)
e Vymyslite priklady funkcie, s ktorymi sa to da a s ktorymi nie.

Hovori sa tomu separacia premennych. Dosadime do vlnovej rovnice a pre-
delime obe strany s u(z,t), dostaneme

A (x) B(t)
A@) B (104)

to na prvy pohlad nevyzera ako krok k svetlejsim zajtrajskom, kym si neuve-
domime, Ze z tohto zapisu vyplyva, Ze Tava aj prava strana rovnice musia byt
rovné konstante!

o Preco?
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e Naozaj, preco? Toto je dolezité! Pokojne si dosadte cviéni funkciu xPt9. E

Takze, zrazu mame dve rovnice

A @)
Ta = (105)
t

Bt)

B(t)

To sa ponima na stary dobry LHO. Rovnice pre A(z) je v8ak predsa len
trochu ind. Kym pre LHO sme mali dve pociatotné podmienky, napriklad
pre x'(tg) a x(t;) (pricom beZne ty = t1), teraz mame okrajové podmienky
pre dva konce. Ak je vlniaci sa objekt pevne zachyteny (alebo volny) tak v
danom bode plati, ze A(zy) = 0 (alebo A’(zy) = 0). RieSenie budi mat tvar
A(z) = Ay sin vz + Ay cosvVAz a B(T) = By sin VAt + By cos VAt

e Preco si tie ostatné rieSenia nevhodné?

Vidime, Ze medzi oscilovanim v Case a v priestore je suvis! Pozrime sa
moznost pevnych koncov v bodoch 0, L. V takom pripade mame poziadavku,
ze A(0) = A(L) = 0. Z toho mame hned, ze Ay = 0 (aby bol kosinusovy ¢len
v nule nulovy). Druh& podmienka je, Ze

sin VAL = 0. (106)

Sinus je nulovy, ak je v jeho argumente nasobok 7, takze musi platit, ze v\ =
nm

“E, respektive A = (7)2. To nam zafixovalo mozné frekvencie. Hodnoty B;

a By ur¢ime z po¢iatoénych podmienok pre vychylku u'(x,0) = y(z).
o Ako?
e Ide o stojaté alebo pohyblivé viny?

e Ako sa bude vlnenie spravat, ak dizku intervalu poslem do nekone¢na? (Teda
pojde o vlnenie na priamke)?

6Toto je tak dolezité, Ze si prezradime odpoved. Zo separacie dostaneme rovnicu v
tvare fi(x) = fa(y). Obe x,y si nezavislé premenné, takze obe mozu nadobudat hocijaké
hodnoty. Ak z zafixujem, y menim a rovnica stale sedi, tak jedine preto, Ze fa(y) je
konstantna funkcia! A podobne pre x.
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Ak mame pevna konce, tak riesenie ma tvar u(z,t) = > a,sin (%), Co sa
n

stane, ak vlny vynucujem? Teda ak mém vInova rovnicu v tvare
i = c*u” + F(x,t). (107)
RieSenie ma podobné logiku, ako pri LHO. Krok jedna: spravit rozvoj sily

F(z,t) = > a,(t)sin (*2). Vsimnite si, Ze koeficienty rozvoja zavisia od
n

¢asu — to do rieSenia vnasa dynamiku. Dosadenim do vlnovej rovnice dostanem
rovnicu pre koeficienty

n2m?c?

in(t) + ( T )an(t) - F, (108)

e Pripomenime si, ¢o je to homogénne a ¢o partikulédrne rieSenie rovnice?

e Ako by sa situacia zmenila, ak by sme namiesto ¢iary mali viny vo Stvorci?
e Ako by sa situacia zmenila, ak by sme namiesto ¢iary mali viny v kruhu?

Sposob, akym rozmyslat o vlnovej rovnici je taky, Ze tlohu si vzdy chceme
rozbit na Casovt a priestorovi Cast. Casova Cast rieSenia je stary dobry os-
cilator, pricom mozné frekvencie nam urci priestorové cast tlohu, koeficient
nastavime z poc¢iato¢nych podmienok. Klucova ¢ast je teda priestorova cast
v tvar AA(r) = —A\A(r) spolu s okrajovymi podmienkami pre funkciu A(z)
¢i jej derivaciu A’(x) na hranici. Odborne povedané, ide o hladanie vlast-
nych funkcii laplacidnu a jeho vlastnych hodnoét, oni kéduju vSetko dolezité
tykajuce sa vlnenia.

e Ako by ste napisali Laplaceov operator v polarnych stradniciach? Aké ma
vlastné funkcie?

e St rieSenia kolmé? (V kontexte, ako sme mali pri Fourierovej transformécii. )

e Zatial sme sa rozpravali len o skalarnom vlneni, ¢o to znamena? Ako by sa
pracovalo s vektorovym vlnenim?

Vsimnite si zvlastnost. To, aké viny sa mozu Sirit objektom zavisi od jeho
poctu rozmerov ale aj od jeho tvaru. Na zéklade toho vznikla otéazka: ,Can
we hear the shape of a drum?* Inymi slovami, ak poznam spektrum vlnenia,
mozné frekvencie, viem z toho jednoznacne urcit tvar telesa? Existuje sivis
jedna k jednej medzi tvarom a spektrom? Ukazuje, Ze nie — existuju objekty
s rOoznymi tvarmi a rovnakymi spektrami E

1"Ma to vSak poznamku pod Garkou, ktora to komplikuje.
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7.3 Priklady

e Odvodit vlnovi rovnicu.

e Odvodit Laplaceov operator v polarnych stiradniciach.

e Najdite rieSenie vlnovej rovnice na tsecke 0 < x < L s pociatocnymi
podmienkami u(z,0) = z(x — L)/L?* a u(x,0) = %

e Na prednaske sme vyriesili d’Alambertovou metédou tlohu, kde sme
mali vlnenie na polpriamke, pricom v pociatku bol koniec pevny. Ako
by ste zostrojili rieSenie pre volny koniec?

e Ako by ste d’Alambertovu met6du aplikovali pre viny na tisecke? (Navod:
periodické rozgirenie poc¢iato¢nych podmienok.)

e Odvodit Laplaceov operator v polarnych stradniciach.

e Néjdite rieSenie vlnovej rovnice na tusecke 0 < x < L s pociatoénymi
podmienkami u(x,0) = % a u(x,0) = z(x — L)/L* (naopak ako
na hodine).

Projekty
e Aké vlny st na gitare, stojace ¢i pohybujtce sa?

Vyriesit vlnenie v dvojrozmernom Stvorci.
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8 Fyzika tecCenia

Fyzika tecenia je elegantne opisana rovnicou, ktora je znama tym, Ze tplne
nepozname vlastnosti jej rieSeni (je za to milionova odmena). Za¢nime tym,
7e sa na nu pozrieme

p<g—‘;+(v‘V)v):—Vp+pg+n(Av+V(V'v)) (109)

Na prvy pohlad vyzera dost desivo, predstavme si matematické podklady
na jej zapis a potom ju poskladame dokopy tak, aby sme jej jednotlivym
¢lenom rozumeli.

Tu by v principe este mohlo byt matematické okienko o indexovej matem-
atike. Ide o efektivny néstroj ako pracovat s vektorovymi operatormi (rota-
cia a podobne). Okrem tejto kapitoly by sme ho vSak vyuzili len minimélne.
Preto si z neho zoberieme len jedno (Einsteinovo) pravidlo: index sa v rovni-
ciach méze opakovat raz alebo dvakrat. Ak sa opakuje dvakrat, tak sa tym
mysli, Zze cez dany index sumujeme. Teda, ak niekde uvidite a;b;, tak si

3
pod tym predstavte > a;b;. Bez tohto pravidla by boli rovnice preplnené
sumovacimi symbolmli.1 Kto by sa mu chcel povenovat viac, méze v ramci
projektu.

8.1 Plosné a objemové sily

Prva vec, ktoru si treba ujasnit, je, Ze ako vlastne rozmyslam o tekutine.
Rozmyslam o nej ako o kontinuu infiniteziméalne malych objemov.

e Co st to objemové sily? Ako z nich dostanem celkovi silu?

Pre objemové sily plati vztah

F, = /df: /de, (110)

kde f(r) je objemova hustota sily. Teda napriklad, ak chcem spoéitat, aka
gravitacna sila pdsobi na nejaké teleso, pomyselne ho nakrdjam na malé
kusky — kazdy moze mat napriklad intt hustotu — a vysledok s¢itam.

e Co st to plosné sily? Aky smer mozu mat?

o Aka je gravitacna hustota sily pre vodu v pohari?
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Nezabudajte, plochu berieme ako vektor — smer je kolmy na povrch a (in-
finitezimalna) velkost je velkost plochy. Sila mo6Ze poésobit v principe roznymi
smermi

Tenzor o;; musi byt symetricky (tvrdenie ddvam bez dokazu, vychadza to z
toho, aby sa zachovaval moment hybnosti).

e Co je to tenzor?

Integral po ploche vieme zamenit za integral po objeme, spomefte si na
Guassovu vetu.

e Aka bola myslienka?
Zapisané v zlozkdch mame silové posobenie na infinitezimalne maly objem

(fi + 0;04;) dV. (112)

Symbol 0 je jednoduchou skratkou pre 0; = %. Sily, ako sme zvyknuti,

sposobuju zrychlenie, pricom hmotnost infinitezimalneho elementu je dm =
pdV a teda dokopy méame

pa; = 6’jaij + fz (113)

8.2 FEulerova a Naviar-Stokesova rovnica

Pri pohl'ade na tecenie existuji dva mozné pohlady na vec. Prvy je taky, ze
sledujeme pohyb nejakého elementu ,pozdlz* te¢enia. Druha moznost je taka,
7e sa zameriame na fixny bod a skiimame, ako to tec¢ie v iom. Ten druhy po-
hl'ad sa vola Eulerov a budeme sa ho drzat. Toto ma na svedomi miernu kom-
plikaciu. Uvazujme rychlostné pole v nejakom bode a ¢ase, v(r,t). Zmenu
podla ¢asu spocitame cez

dv;(r,t) = vi(r + vdt, t + dt) — v;(r, t), (114)

tym padom
dvi (%Z- 8%‘

= = — —. 11
RTINS Ox; (115)

Pre zrychlenie pola v danom bode tak plati, Ze

a;

aza%—(v-V)v. (116)
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Vyzeré to zlozito, no méa to jednoduché vysvetlenie. Rychlost pridenia sa v
danom bode meni kvoli tomu, ze tam posobi zrychlenie a zaroven kvoli tomu,
7e tam ina rychlost dotiekla! To by sme mali Tava stranu rovnic. Pozrime
sa na pravu, aké sily posobia na teleso? Ako objemova sila je (napriklad)
gravitacna sila, pg. Co sa tyka plo$nych sil, zalezi od toho, ¢i uvazujeme
trenia medzi plochami (viskozita). Ak nie, tak je plosna sila len tlakova — ta
je vzdy kolma na plochu, teda o,; = —pd;;.

e Co predstavuje symbol 67 (Napoveda: je to jednoduchéa matica.)

Vo vysledku dostdvame Eulerovu rovnicu

ov 1
§+(V~V)V:—;Vp+g. (117)

Toto este nie je vSetko, pribuda k tomu eSte rovnica kontinuity

0

Piv. (pv) = 0. (118)
ot

V pripade viskéznej kvapaliny je situdcie mierne zlozitejsia, lebo pribudaja
sily nekolmé na plochu, napriklad dF; = 013dSs, inymi slovami o prestava
mat diagonalny tvar.

e Preco? Néapoveda: predstavte si dve o seba Sichajice plochy, akym smerom
posobi sila?

Tato sila vznika len vtedy, ak sa jednotlivé plochy pohybuji réznymi rychlostami,
teda dF; ~ g—zz. Z toho vidime, ze o013 = nd3v1, kde n je koeficient viskozity
(toto je jeho definicia). Pre lubovolny smer by sme cakali, ze 0;; = 1 (09;v;).
Treba si ale spomeniit, Ze tenzor by mal byt symetricky a tak mame

iy = —pdij + 1 (95v; + 0pv;) . (119)

Viskozny ¢len sa da zapisat pomocou diferencialnych operatorov ako n (Av + V (V - v)).
Dokopy ziskavame sldvnu Navier-Stokesovu rovnicu

p(%—i—(v-V)v):—Vp—i-pg—l—?](AV—i-V(V‘v)). (120)
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Priklady

e Co su to: indexova matematika, Einsteinova sumac¢na konvencia, sy-
metrické a antisymetrické tenzory?

Dokézat, ze:

2. V.r=3.

Z Navier-Stokesovych rovnic odvod'te rovnicu pre hydrostaticky tlak.

V akom najmensom objeme vody moze plavat tisic tonova lod?

Spocitajte:

Ar?,

. 82-7’,

.0t

. V- (VxA)=0,
. Vx(Vf)y=0.

e Dokazte, 7e V x (V x A) = V(V-A) — AA. Moze sa zist identita:

I N N

e Pre nevirové priudenie plati, ze V x v = 0. Zdanlivo bez vysvetlenia
spocitajte v x (V x v). Pomocou tohto vnuknutia upravte Eulerovu
rovnicu na Bernoulliho rovnicu.

Projekty

(Prvé 4 projekty ocakavaju, ze si vyhladéate a spracujeme k nim uz zname
vypocty.)

e Aké sily vznikaju na kridle pocas letu?

e Akt hmotnost unesie Ssarkan? (Bonus: overit prakticky)

Vysvetlit fyziku Kelvin—Helmholtzovej nestability.

Odvodit rovnicu pre morské viny.

Spravit ivod do vyuzitia indexovej matematiky.
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9 Statisticka fyzika a termodynamika

9.1 Energia

e Viete, z ¢oho rastii stromy?

Kde sa beru stromy? Nerastu vdaka hline, ale vdaka vzduchu. Beri z neho
oxid uhli¢ity a ten (spolu s vodou) pretvaraju na sacharidy. Energia sachari-
dovych molekul je vysSia, nez energia oxidov uhli¢itych a vody. Rozdiel
zaplatilo Slnko cez svoje liuce zachytené fotosyntézou.

Ked organizmus rastlinu spésa, rozbije — za pomoci kyslika — sacharidy a
vydychne oxid uhli¢ity a vodu. Ziskany energeticky rozdiel vyuzije na viac ¢i
menej zmysluplna ¢innost. Na vydychnuty oxid uhli¢ity uz c¢akaja rastliny,
aby ho znova mohli prijat. Tomuto sa hovori uhlikovy cyklus, ide o hlavny
proces ziskavania energie pre Zivot na (nielen?) naSej planéte.

Co sa stane, ked hodite masu sacharidov do horticej plazmy (teda polienko
do ohna)? Molekuly sa rozbiji na drobné a spoja s kyslikom, pri¢om sa uvolni
energia vo forme tepla a svetla.

e Co by sme museli spravit, aby sme mohli horenie odrobit?

Prvé doélezité ponaucenie je také, Ze energia je dolezity pojem nielen v makrosvete
aj mikrosvete. Makrostav je stav opisujuci systém z nasho pohladu, bez
ohl'adu na detaily. Mikrostav opisuje vSetko do posledného detailu a ¢astice.

e Ako je to mozné?

9.2 Entropia

Energia vSak nie je jedina ¢ast pribehu. Druhy pojem délezity pre vela
interagujucich castic je entropia, miera neusporiadanosti. Ako ju uchopit?
Pozrime sa na priklad kociek. Priemerny hod na hracej Seststenke je 3.5,
priemer celych c¢isiel 1 az 6.

e AKk4 je distribacia pravdepodobnosti pre dve kocky a prec¢o?

Ked hodim kocku raz, vysledok bude daleko od strednej hodnoty. K strednej
hodnote sa priblizi az pri (limitne nekone¢nom) pocte hodov.

e Poznate centralnu limitnt vetu?
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Ekvivalentne sa k strednej hodnote priblizim aj ak hodim vela roéznych ko-
ciek naraz. Cim ich je viac, tym presnejsie vysledok opisuje stredna hodnota!
Vratme sa k dvom kockdm. Predstavte si 6 x 6 tabulku s moznymi vysled-
kami.

e Co by v tomto priklade mohlo predstavovat mikrostav a makrostav?

Entropiu sme zatial opisali ako mieru neusporiadanosti, chcelo by to ex-
aktnu definiciu. Historicky sa objavila najprv v termodynamickom kontexte,
na §tatistické nohy ju postavil Ludwig Boltzmann [}

S = kplog Q, (121)
kde €2 je pocet mikrostavov odpovedajucich danému makrostavu.

e Preco entropia s Casom rastie? Napoveda: Ma to Statisticky dovod, pred-
stavte si kocky:.

e Preco je v jej definicii logaritmus?

Entropia sa niekedy opisuje ako miera chybajtcej informacie. D& sa to
predstavit znovu na dvoch kockach. Ak na dvoch kockach padlo dokopy 3,
tak st v podstate len dve moznosti, 1 —2 a 2 — 1. Na to, aby ste vedeli,
ktora moznost je spravna vam stac¢i vediet mélo informécie (konkrétne jeden
bit). Ak vsak na kockich padlo dokopy 7, je stéle vela moznosti a tak na
uplné spresnenie potrebujete viac informécii. Cim visia entropia, tym viac
informécie vam chyba, ak viete len makrostav a chcete vediet mikrostav.

e Co vlastne znamen slovo pravdepodobnost? Ak hodim kocku a nepozriem
sa na vysledok, ako mé zmysel o vysledku rozprévat ako o neistej veci?

Podme sa pozriet na zakladny priklad, retiazku spinov. Retiazka spinov
je systém N castic, z ktorych kazda moze byt v dvoch réznych stavoch,
napriklad hore a dole (pokojne si tak pod spinom predstavujte mince).

e Aky je pocet usporiadani systému N spinov?

e AKky je pocet usporiadani systému N spinov, ked n spinov mieri hore a zbytok
dole?

1870 zvedavosti si najdite jeho ndhrobok, nachadza sa tam prave tento vzorec.
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e Pre aku hodnotu n dosahuje entropia maximum?

e AkAa je jej hodnota (vSimnite si amernost s N a porovnajte so spravanim
energie)?

Najviac stavov je takych, kde st spiny hore a dole rozdelené priblizne pol
na pol. Ak za¢neme so systém daleko od takéhoto stavu a zacneme do neho
nédhodne Stuchat, postupne sa k tomuto rovnovaznemu stavu priblizi. Stav
na zaciatku mal niZsiu entropiu ako stav na konci — hl'a, entropia spontanne
narasté, bez vedomého zasahu, stacilo ndhodné stuchanie.

Pozrime sa na zdanlivo iny priklad: entropické napétie v polyméroch.
Modelujme polymér ako jednorozmerni retiazku, kde kazdy diel je natoceny
bud vpravo alebo vlavo. Ak je kazdé natocenie rovnako pravdepodobné, aka
bude priemerné dlzka (zaciatok prvého a posledného bodu) polyméru?

e AKk4 je entropia systému ak je ng z N dielikov natocenych vpravo?
e Pre aké ng to dosahuje maximum?

Ponaucenie je také, Ze polymér ma tendenciu sa zrolovat a na jeho vys-
tretie potrebujeme posobit silou. Mimochodom, preco sa rozpinaja plyny a
preco tlac¢ia na stenu nadoby? Identicky princip, len u nich nérast entropie
znamené zvacsit objem, ktory zaberaju.

9.3 Teplota

e Co je to pocit vysokej a nizkej teploty?

Co st zakladné vlastnosti teploty? Asi najocividnejSou je, Ze po prvé, v
zavislosti od teploty sa veci spravaju rozne ...

e ako napriklad?

...a ze ak st v kontakte dve veci s roznou teplotou, ich teplota sa vyrovna.
Tato skutocnost tvori polovicu zédkladnych zakonov termodynamiky:.

e Nulty zakon: Ak sa dve telesa v tepelnej rovnovahe s tretim, sa v
rovnovahe aj so sebou.

e Prvy zakon: Energia sa zachovava.
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e Druhy zakon: Teplo spontanne prudi z teplejsieho telesa do chladne-
jsieho.

e Treti zakon: Konetnym poc¢tom vratnych krokov sa neda dosiahnut
minimalna teplota.

Zvlastne zakony, nie? Jeden uz sme niekde videli, dva st pomerne jednoduché
tvrdenie o nieom, ¢o zatial nemame definované. Takze, ¢o je to teplota?
Medzi jej najocividnejsie prejavy teploty plati roztaznost, napriklad plynov.

e Na tomto principe funguji napriklad teplomery. Ako?

Ak oznacime teplotu ako nieco, ¢o je linedrne imerné objemu plynu, rovno
vidime, Ze existuje moznost minimélnej teploty. Takto existenciu absolut-
nej nuly vytusil, a jej hodnotu celkom dobre odhadol, Guillaume Amontons
zaciatkom 18. storocia.

e Preco je tento opis neuplny?

Lepsie (dokonca az takmer dobré) definicia teploty je, Ze je to miera mikroskopick-
é¢ho pohybu castic

1
(E) = 75kT, (122)
kde 7 je pocet stupnov volnosti.
e Co to bol ten stupen volnosti?

Mikrosvet sa stretol s makrosvetom! Z tohto zakona vyplyva stavova rovnica
pre ideédlny plyn:
pV = NET. (123)

e Ako sa z jednej rovnice dostane druh&?

Okrem jednej konstanty sa v tejto rovnici stretavaju 4 dolezité dynamické
premenné. Vsimnite si zaujimavu vec, ak spojite dve nadoby s plynmi dokopy
tak sa niektoré ich vlastnosti nezmenia (teplota, tlak) a niektoré sa zdvojné-
sobia (pocet Castic, objem). Tym prvym hovorime intenzivne (st lokélne,
nezavisia na celku) a tym druhym extenzivne (naopak).

Dynamické veli¢iny st dynamické v tom, Ze sa modzu menit. Stavova
rovnica nam hovori aj o tom, ako sa stavy mozu (niekedy) menit — treba si
vSak davat pozor, ako sa spravaja jej jednotlivé zlozky.
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e Coje to (ne)vratny proces?

Pri dejoch bezne uvazujeme, Ze sa nieco nemeni. Typicky sa pri jednoduchych
ulohach nemeni pocet ¢astic. Ked sa nemeni teplota, hovorime izotermickych
dejoch, podobne méame izobarické a izochorické deje, pri ktorych sa nemeni
tlak ¢i objem. Napriklad pri izotermickom deji plati pV' = const — stavova
rovnica nam priamo udava, ako sa menia nefixované veli¢iny. Iny uhol po-
hladu je aj taky, Ze nam tato rovnica déva névod na to, ze ako menit stavové
veli¢iny tak, aby teplota zostala rovnaka.

o Ako to vyzerd v pV diagrame a ¢o to pV diagram vlastne je?

Jeden velmi dolezity dej vsak medzi tieto tri nespada. Ide o adibaticky dej —
dej tak rychly, Ze nedochadza k vymene tepla s okolim. Aby sme ho dokazali
uchopit, vratme sa o dva kroky spat — k prvému zédkonu termodynamiky.
Zmena vnutornej energie je dané cez

dU = 6Q — 6W + > j1;dN;. (124)

J=1

Toto vyzera ako dost velky skok, podme si to rozbit na drobné. Clen na
lavej strane rovnice je zmena vnitornej energie systému, prvy ¢len napravo je
teplo, ktoré bolo systému odovzdané a druhé je praca, ktort systém vykonal.
Vsetky tieto veli¢iny st infinitezimalne malé. Prec¢o mame d a 67 To prvé
oznacuje diferencial, v zmysle mala zmena velic¢iny, napriklad objemu, dV =
V(z + dz) — V(x). To druhé oznafuje malé mnoZzstvo nie¢oho. Napriklad
vykonana préca pdsobenim sily po kratkej dréhe je )W = Fdx, nemé to vsak
zmysel pisat ako W(zx + dx) — W(z). Odborne sa tomu hovori (ne)exaktny
diferencial [

Posledny ¢len na pravej strane je energia, ktorti potrebujeme na dodanie
¢i obratie Castice zo systému pri konStantnej entropii (podla znamienka); u
sa vola chemicky potencial. Teraz budeme skumat len situacie s dN = 0,
takze nas tento ¢len nebude zaujimat, ale je dobré ho spomenut, aby bolo
jasné, ako sa daju uchopit systémy s premenlivym poctom castic.

Pozrime sa teraz na celtl rovnicu: zmena vnutornej energie je dana ako
rozdiel dodaného tepla a vykonanej prace. Pracu sa da vykonavat rozne,
nam bude stacit pripad W = pdV, teda mechanicky tlak.

19Tjeto veci sme mierne naznaéili pri analyze klasickej mechaniky.
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e Ako sa vlastne nieComu dodéva teplo, ¢o to znamena? Nie je presnejSie
povedat, Ze sa teplo kona?

e Viete vymysliet aj iné priklady prace ako zvécSovanie objemu tlakom?
e Ako sa teda meni tlak, objem a teplota pri adiabatickom deji?

Vyskum termodynamiky viedol k praktickym objavom, ktoré viedli k indus-
tridlnej revoltcii.
e Pripomenime si fugovanie Carnotovho stroja.

Ucinnost Carnotovho stroja — ktory je z definicie optimalnym —, je limitovana

a suvisi s teplotou

T,
Ty
Z istého uhla pohladu ide o d'aliu definiciu teploty! Pre Tubovolny Carnotov
cyklus plati, ze ¢ 6Q # 0. Zaroven si polovici 19. storo¢ia Rudolf Clausius
vSimol, ze platvl’ ¢ % = 0. Vyzera to tak, ze 6Q/T popisuje exaktny diferen-
cial niecoho! Coho? No predsa entropie! Takto sa objavila entropia najprv
v termodynamike, ako nova uzitocna stavova veli¢ina, ktorej zmena je dané

ako
oQ
T

e Prefo mame radsej veli¢iny s d namiesto §7

n=1- (125)

ds = (126)
e Ako by ste spocitali entropiu v pohéri vody?

Entropia plynu sa da aj spocitat, vysledok pre jednoatémovy plyn je znamy
ako Sackur-Tetrode entropia [*]

3
5 V (4mmE\?

kde h je Planckova konstanta, k nej sa dostaneme coskoro. Netreba to vediet
naspamét, je to v8ak ukazka toho, Ze pre jednoduchy systém vieme pre en-
tropiu ziskat konkrétne vyjadrenie. Pri fixnom objeme a pocte Castic plati,
ze
L_08 (128)
T OF

20Ukazujeme si to hlavne kvoli tomu, aby bolo jasné, Ze je to nieo sice nie tplne
priamodiare, no matematicky dobre uchopitelné.
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a to je d'alsia definicia teploty. A nie hocijaka, asi jedna z najlepsich. Prec¢o?
Na jej definiciu netreba viac, nez vediet, Ze mé systém energiu a mieru
neusporiadanosti, entropiu; funguje teda aj na veci, na ktoré je bezna defini-
cia prikratka. Mimochodom, niekedy sa pouzivaji aj oznacenie pre inverzni
teplotu 5 = 1/T.

e Podumajte nad toto skuto¢nostou. Teplota je nieo, ¢o prepédja energiu a
entropiu.

9.4 Termodynamické rozdelenia

Zéaklad pravdepodobnostného pristupu je predpokladat, Ze ni¢ neviem — uvazu-
jem vSetky moznosti, ktoré mozu nastat, no niektorym mozem priradit ista

vahu. Priemerné hodnoty fyzikalnych veli¢in — ktoré ocakdvam pri exper-

imente — spocitam spriemerovanim cez vSetky uvazované stavy. Bezne sa

objavujua tri rozdelenia, ktoré pasuju na rozne situacie:

e Mikrokanonické rozdelenie: Uvazujeme vSetky mozné stavy sys-
tému, v ktorych ma rovnaku energiu aj pocet castic. Kazdy stav ma
rovnaku Statisticka vahu. (Modeluje tuplne izolovany systém.)

e Kanonické rozdelenie: Uvazujeme vSetky mozné stavy systému, kedy
mé rovnaky pocet Castic. Stavy s rdznou energiou maji roznu Stati-
sticka vahu. (Modeluje systém v tepelnom kontakte.)

e Grandkanonické rozdelenie: Uvazujem vSetky mozné stavy sys-
tému. Stavy s roznou energiou ¢i po¢tom Castic maju — pri nenulovom
chemickom potenciali — réznu $tatisticka vahu. (Modeluje systém v
plnom kontakte s okolim, mozu sa presuvat castice do a z neho.)

Ako modelovat plyn castic? Pomocou ndhodného rozdelenia, ktoré mi
napriklad udava pravdepodobnost, Ze bude mat ¢astica rychlost v.

e Kedy sa moZem nezaujimat o polohu cCastice?

THto hustotu udava Maxwell-Boltzmanovo rozdelenie
3 2
m 2 —mu
- . 12
) (QWkBT) P ( kT ) (129)
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Preco je to hustota? Lebo pravdepodobnost ziskam vtedy, ked preintegru-
jem cez Cast priestoru rychlosti. Vysledkom bude pravdepodobnost, Ze sa
Castica pohybuje rychlostou v danom intervale. Takze napriklad si viem
spocitat, s akou pravdepodobnostou bude letiet Castica smerom k pravej
stene rychlostou nad 200 m/s. Maxwell k tomuto rozdeleniu prisiel na zak-
lade tvah o spravani molekul, z velkej ¢asti ide o takzvany edukovany tip.
Ide o Specialny pripad Maxwellovho rozdelenia, ktoré mézeme pouzivat pri
systéme s fixnym poctom castic, ktory je vSak tepelne viazany na okolie

pi = %exp (—E;/kgT) = %exp (—eiB), (130)

kde Z je normovacia konstanta, vdaka ktorej je celkova pravdepodobnost
rovna 1. Ked chceme pocitat, aka je stredna hodnota veli¢iny, spriemerujem
ju cez vSetky moznosti, cez vetky mozné energetické stavy systému (niektoré
energie sa mozu opakovat). Strednitt hodnotu, napriklad energie, spoc¢itame
ako

(B — %ZE exp (— B k) (131)

No a teraz sa pozrime na zdanlivo nevinne vyzerajicu normovaciu konstantu
Z = > exp(—FE;/kg). Vyzera podobne, ako to, ¢o pocitame, teda strednéa

(2
hodnota energie, ze? Akurat sa energia nachadza len v exponente, nie pred
nim. Poznédme operéciu, ktora exponencial nezmeni, len jeho argument vy-
tiahne von? Ano, derivacia! Plati, Ze

(E) = —0glog Z. (132)
e Vidno to?

Z sa vola parti¢na funkcia (suma) a nesie v sebe vSetky dolezité (makro-)
informacie o systéme!

V pripade mechaniky bol dolezity pojem potencidlu. Potencialy sa daja
zadefinovat aj v pripade termodynamickych objektov. Je to trochu zlozitejsie
v tom, Ze maju viacero vlastnosti, ktoré sa moézu a nemusia menit. Potenciél
opisuje pracu, ktori moéze systém vykonat. Dolezity priklad je Helmholtzova
volna energia, teda praca vykonatelna pri fixnej teplote a pocte castic:

A=U-TS§, (133)
kde U = (F) je strednd vnitornd energia. (Mimochodom, bez doékazu,
A = —kgTlogZ). Ak je systém ponechany svojmu osudu, tak plati, ze
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dA < 0. Rovnovazny stav je dany podmienkou dA = 0, kedy je volna en-
ergia minimalna. Ako systém minimalizuje volna energiu? Bud znizovanim
energie alebo zvySovanim entropie. Co z toho je dolezitejsie? To udava
teplota! Toto je druhé z tych najlepsich definicii (s si vlastne ekvivalentné):
teplota je to, ¢o udava pomer medzi minimalizovanim volnej energie a max-
imalizovanim entropie. Udava balans medzi poriadkom a neporiadkom.

Priklady

Prvé vrecko ma 50 bielych a 50 ¢iernych gulic¢iek, druhé mé 100 bielych
a 100 ciernych. Z kazdého moézem vytiahnut dve, pozriet sa a vratit
ich spat. Opakovat to moéZzem kolkokrat chcem. Viem vrecka odlisit?

Opity namornik spravi nahodne krok dopredu alebo dozadu. Ako
daleko bude po N krokoch?

Kolko existuje roznych prehodeni pismen v slove AUTOMATIKA.
Porovnajte logn! s n(logn — 1) pre n = 2,10, 50.

Mame systém 10 spinov. Porovnajte pravdepodobnost néjst 3 z nich
hore (zbytok dole) versus pol na pol. To isté pre 20 spinov (6 hore, 14
dole vs 20 hore a 20 dole).

Kol'kymi sposobmi sa da usporiadat balicek kariet? Kolkymi sposobmi
sa da usporiadat bali¢ek kariet, ak ignorujem hodnoty kariet, v§imam
si len ich farbu? (Dokopy je 52 kariet, 13 z kazdej farby.)

Kovy sa s teplotou roztahuja. Ak méte dieru v plechu a plech sa zohreje,
¢o sa stane s dierkou v nom?

Je Tahké teplo niecomu dodat. Ako sa da odobrat?

Aky dizajn chladiacich boxov v obchodoch Setri najviac energie?
Ako funguju sviecky a vzdusny raraskovia?

Preco vyparovanie ochladzuje?

Predstavte si systém, ktory sa moze nachadzat v stavoch s energiou
E, = hw(n+1/2), kde n = 1,2,3,...,00. Spocitajte jeho parti¢ni
funkciu a strednt hodnotu energie.
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e Hustota pravdepodobnosti rychlosti castice plynu pri teplote T je dana
rovnicou . Spocitajte jej strednt hodnotu kinetickej energie (nez-
abudajte, Ze integrujeme cez dv,dv,dv, = d*v = 4rv*dv, teda idealne
pocitat v sférickych suradniciach).

e Akt pracu vykona plyn pri izotermickom deji ak presiel z objemu V;
do objemu V57
Projekty

(Vsetky tieto projekty ocakavaja, ze si vyhladate a spracujeme k nim uz
zname vypocty.)

e 7 opisu polymérov odvodit Hookov zakon.

e Napisat kratky program, ktory overi, po kolkych krokoch viem odlisit
dve vrecia z prikladu z cvik.

e Nastudovat a vysvetlit Landauerov princip (vymazanie bitu informéacie
vzdy vygeneruje nejaké teplo).

e Odvodit entropiu pre jednoatémovy plyn.

e Odvodit a overit rovnicu pre zaprasenost policiek (v zavislosti od ich
vysky).
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10 Elektromagnetizmus a optika

Elektrina a magnetizmus fascinuji l'udi od nepaméti. Staroveki Gréci vedeli,
ze dobre vylesteny jantar (grécky mAektpov) pritahuje prach a Ze ruda z
oblasti magnézie zas interaguje so Zelezom. Pozrieme sa na tento fenomén
na trochu drovniach.

10.1 Elektromagnetizmus bez rovnic

V tejto ¢asti nebudeme pouzivat rovnice. Veci mozu mat elektricky naboj,
ktory moze mat kladné aj zaporné hodnoty. Rovnaké naboje sa odpudzujt,
rovnaké sa pritahuja. Elektromagneticka sila klesa so vzdialenostou podobne
(dokonca rovnako) ako gravitacna sila.

e Aké st rozdiely medzi gravitacnou a Coulombovou elektrickou silou?

V atémoch nie je ndboj rozdeleny rovnomerne, kladny je koncentrovany
v jadrach, zaporny je rozptyleny v elektrénovom obale; moze sa vsak uvolnit
a preskocit k inému atéomu alebo do priestoru. Tym padom sa neutralne
Castice mozu stat nabitymi. A aj v celkovo neutralnej hmote méze dochadzat
k pohybu néboja.

Pohyb elektrického naboja volame elektricky prad. Pohéana ho isté forma
nerovnovahy, ktord sa néboj svojim premiestnenim snazi znovunastolit @
Tuto nerovnovahu charakterizuje napétie. Cez niektoré média sa ndboj pohy-
buje Tahko, cez niektoré tazsie, toto charakterizuje vodivost respektive odpor
média. Medzi priadom, napétim a odporom existuje jasny vztah. Pocas po-
hybu nédboja dochadza k interakciu s vodivym médiom, ¢o sa prejavuje ako
teplo.

Staticky a pohybujici sa naboj vytvara elektrické a magnetické polia.
Zaroven elektrické a magnetické polia vplyvaji na elektricky naboj. Prud
tak vie vytvéarat polia a polia prid. Toto je zaklad generatorov elektrického
prudu, elektromotorov ¢i radiovej komunikacie.

Plyn okolo nas je za beznych podmienok neutrélny. Niekedy vsak moze
dochadzat k oddeleniu elektronov (takzvana ionizacia), pri¢inou moze byt
napriklad teplota alebo silné elektrické napétie. V druhom pripade dochadza
k pohybu jadier jednym smerom a elektronov opa¢nym, dochadza k dalsim

21Le Chatelierov princip hovori, Ze ak mame systém v rovnovéhe a nieco ho vychyli
jednym smerom, vznikna sily, ktoré budi pdsobit opa¢ne. Co nam to pripomina?
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koliziam a dalej ionizacii. Vysledok je kaskddovy efekt, pocas ktorého je
ionizovana velka ¢ast plynu, ten zac¢ne viest elektricky prad. Vyrazne sa
zohrieva (tym padom ziari) a vydava zvuk (kvoli vibraciam plynu). Toto sa
v malej mierke vola iskra a vo velkom blesk.

10.2 Elektromagnetizmus s rovnicami

10.2.1 Coulombov zakon

Coulumbov zékon opisuje pritahovanie alebo odpudzovanie elektrickych nabo-

jov
1
po_L dor (134)

Arey 137

pricom typicky namiesto sily rozpravame o poli definovanom vztahom F = ¢E.
To na prvi podsobi ako drobné substitiicia, no ma to hlboké fyzikalne imp-
likacie. V reci sil hovorime, Ze jeden naboj posobi na druhy. No v rec¢i poli
hovorime, ze prvy naboj vytvara pole, ktoré posobi na druhy naboj. Do hry
sa dostava novy hrac E]f pole — o ktorom sa dozvieme, Ze nie je len pomocnou
veli¢inou, ale samostatnou entitou s vlastnymi pohybovymi zakonmi.

e Ako zadefinovat elektromagneticky potenciél? Da sa to?
e Kde sme uz nie¢o podobné videli?
Suvis elektrického pola a elektrického potencidlu je dany cez gradient:
E=-Vo. (135)

Pomocou Gaussovho zdkona (tok cez plochu) vieme Coulombov zékon up-
ravit na tvar
v.-E=", (136)
€o
kde gy je permitivita vakua. Ak spojime predoslé dve rovnice, dostaneme

Poissonovu (respektive Laplacovu, ak p = 0) rovnicu
AD = —p/ey. (137)

V elektrostatike riesime ako tlohu hladanie potencidlu ® pri danych okra-
jovych podmienkach (napriklad nulovy potencial v pripade uzemnenia). Na
hranici vodivych objektov musi byt potencial konstantny.

220 poliach sa vedelo uz aj v kontexte gravitacie. Podobnost tychto teérii bola ingpira-
ciou pre mnohé hypotézy, napriklad existenciu gravitaénych vin.
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o Preco?

Na chvilu sa vzime do 1D priestoru, ako tam vyzera operator A7 Prva

derivacia je (priblizne) 8,®(x) ~ 2te 2);@(:{:—6/ 2 Takze druha derivacia

je 02®(r) ~ ¢(x+e)+¢(€”§_e)_2¢(x). V tomto pripade sa vieme na Poissonovu
rovnicu pozriet ako

o)/ = @(:13+e)+<13(:§—e) —20(x) (138)

€

O(r) — p(z)e? /e + @(xZ—i— €) + ¢z — e).

Cize slovami: hodnota potencialu v danom bode zavisi od ndboja v danom
bode a priemeru potencialu v susednych bodoch.

e Robil nie¢o podobné laplacian aj vo vlnovej rovnici?
e Navrhnite numerickti metédu riesenia Laplacovej dlohy s okrajovymi pod-

mienkami ®(0m) =0V a®(1m)=1V.

10.2.2 Ampérov zakon

Ampérov zakon nam udava savis medzi pradom vo vodi¢i a magnetickym
polom v jeho okoli. Je dany ako

f B dl = ol (139)
C

kde po je permeabilita vikua. Vo vSeobecnosti sa z tohto tahé rieSenie (pre
B) priamociaro ale tazko. Ak vSak prid tecenie nekone¢ne dlhym rovnym
drotom, tloha mé symetrie, ktoré mozeme vyuzit.

e Ako?
o Kde sa v tomto nachadza pravidlo pravej ruky?
Ampérov zakon vieme upravit (cez Stokesovu vetu) na tvar
V x B = podJ (140)

kde J je pradova hustota, teda kolko praudu preteka cez jednotku plochy.
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10.2.3 Lorentzova sila

Stojaci a pohybujtci sa naboj produkuji elektromagnetické polia. Elektro-
magnetické polia zas vplyvaji na elektricky naboj. Tuto interakciu opisuje
Lorentzova sila

F =¢E +qv x B. (141)

Prvy ¢len je pomerne znamy, druhy je zaujimavy. Po prvé, zavisi od rychlosti
objektu, po druhé, sila je kolmé na smer posobiaceho magnetického pola.

e Prediskutujte, ako moézeme pomocou takejto sily a nastavitelnych magnet-
ickych poli vytvorit ,rychlostny filter na Castice.

e Aké magnetické pole treba na to, aby castica iSla po kruznici? Aky velky
kruh to bude?

e Ako identifikovat ¢astice pomocou ich trajektorii?

10.3 Maxwellove rovnice

Doterajsie rovnice obsahovali isté zjednoduSenia, napriklad boli statické.
Elektromagnetické rovnice v plnej sile popisal James C. Maxwell. Dovtedy si
T'udia mysleli, ze studuju elektrinu a magnetizmus. On tieto oblasti zjednotil
do jedného celku — elektromagnetizmu. Je popisany Styrmi rovnicami:

P

V-E = —, (142)
€o
V-B = 0,
0B
E = ——
V x 5
pE
B = J —.
V X ,Lto( + <o It >

Prvy riadok je zndmy Gaussov zakon suvisiaci s Coulombovou silou. Druhy
zakon hovori, Ze neexistuje magneticky monopol, zdroj magnetické pola z
ktorého by vyvierali magnetické polia [7_3] Treti zdkon je Faradayov zakon
magnetickej indukcie. Posledny zakon je Ampérov zakon obohateny o novy
¢len, ktory Maxwell pridal kvoli matematickej konzistentnosti rovnic, vola sa
Maxwellov posuvny prid.

23Prva rovnica teda vlastne hovori, Ze existuju elektrické monopély, zdroje elektrického
pola.
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e Vsimnite si, Ze rovnice vyzeraju tak trochu symetricky, az na to, ze nemame
zdroj magnetického pol'a. Niektori I'udia si myslia, Ze moZno existuje a tak
usilovne ho hladali. Ako by sa existencia magnetickych monopolov prejavila?

e Neziskam magneticky monopdl jednoducho prepolenim magnetu?

Spojit elektrinu a magnetizmus by bol sam o sebe fenomenalny tispech. Tam
vSak Maxwell neskoncil. Manipuloval sa so svojimi rovnicami a zistil, Ze sa
daju spojit na tvar vlnovej rovnice

O’E
co—5 —AE = 0, 143
Ho€o 92 (143)
0°B
co—= —AB = 0.
Hoo 2
Pripomenme si, Zze vlnova rovnica ma tvar 0_2% = Au. Tym pédom

sa da z Maxwellovych rovnic vycitat rychlost elektromagnetického vlnenia,
c = (pogo) ™2, Vysledok je okolo 300000km/s. Zaver je prosty — svetlo je
elektromagnetické vinenie %]

10.4 Co je to svetlo?

Svetlo je jednym z fyzikdlnych aspektov s ktorymi mame najbohatsie sktisenosti.
Dnes uz vieme, ze svetlo je elektromagnetické vilnenie, ktoré s hmotou na
mikroskopickej drovni interaguje vo forme foténov. K tymto aspektom svetla
sa eSte vratime v Casti o kvantovej mechanike. Teraz sa pozrieme na zaklady
optiky.

10.5 Lom svetla

Jeden z uzito¢nych (aj ked nie dokonale presnych) opisov svetla je, Ze sa Siri
vo forme liucov. Rychlost Sirenia svetla zavisi od prostredia.

e Ako sa prvykrat podarila zmerat rychlost svetla?

Ked sa svetlo dostane na rozhranie dvoch prostredi, ¢ast z neho sa zlomi a
Cast sa odrazi.

24Historicky to bolo trochu menej prosté, lebo ani permitivita a permeabilita vakua a
ani rychlost svetla vo vakuu neboli uréené tak presne, ako si dnes. Ale aj vtedy to na
spravny zaver stacilo.
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e Ako funguje fyzika faloSnych zrkadiel vo vypocuvacich miestnostiach?

Uhol odrazu sa riadi jednoduchym zakonom: uhol odrazu sa rovna uhlu
dopadu.

e Preco?
S lomom svetla je to zlozitejsie, riadi sa Snellovym zadkonom
sin@;n; = sinfny, (144)

kde n; st prislusné indexy lomu. Zékon nesie meno po Willebrordovi Snel-
liusovi zo 16. storocia, svoj vysledok nepublikoval. Vysledok zopakovali aj
velké mend ako Fermat, Descartes ¢i Huygens. Vsetkych ich vsak trhol v
roku 984 Persky ucenec Ibn Sahl.

Ako tento vysledok odvodili? Rézne. Jedno (modernejsie) vysvetlenie je
cez vlnovi povahu svetla — na oboch stranach rozhrania platia Maxwellove
rovnice s roznymi parametrami a na rozhrani chceme, aby vlny pasovali
dokopy — chceme, aby boli vinoplochy celistvé.

e Nakreslite si to.
Druhé je cez princip najmensieho ¢asu.
e Co hovori Fermatov princip? Kde sme uz nie¢o podobné videli?

Pomocou lomu svetla odhalil Newton nieco fascinujtice. Slnecné (biele) svetlo
obsahuje v8etky farby duhy! Da sa rozlozit a znovu zlozit.

e Ako je to mozné?
e Co je to spektrum elektromagnetického vlnenia?

Analyzou rozkladu slneéného svetla si Frauhofer vsimol nieo zaujimavé.
Niektoré farby chybaju. Zacal ich velmi presne merat a katalogizovat. Ich
povod nebol znamy. O nejaky cas neskor si Tudia vsimli, ze ked prezenu
svetlo plynom nejakého prvku, vznikna podobné strbiny.

e Co je to emisia a absorbcia svetla, ako prebieha?

Ludom pomerne rychlo doplo, Ze chybajuce ¢iary v slne¢nom svetle odpovedaju
chemickému zlozenia Slnka (a nasSej atmosféry) a tak sme zistili, z ¢oho
sa sklada Slnko. Jeden prvok v8ak bol nezndmy a tak dostal nové meno
odpovedajice tomu, ze bol objaveny prave na Slnku — hélium.

o Ako sa da svetlo vyuzit na skamanie vzdialenych planét?
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10.6 RozliSovacie limity

Predstavte si dva zdroje svetla vzdialené L od seba. Vlnova dlzka svetla
je A a ich vzdialenost je R. Dokazeme tieto dva body od seba rozlisit?
Alebo sa javia len ako jeden zdroj? Presny mechanizmus je pomerne zloZity.
Priblizny vysledok sa d& ale odhadnut na prstoch. Uhol, ktory z nésho
pohladu zvieraju dva body je # ~ L/R. Chceme, aby sa svetlo (napriklad
pri pravouhlom trojuholniku) ligilo o radovo vlnova dlzku. Z toho méame
VR?+L?> - R = %% + ... & A. Dokopy mame ako odhad rozliSovacej
schopnosti

0~ —. (145)

(Presnejsi vyraz je 6 = 1.222.)

10.7 Farba

Fyzika nepozna farby, pozna vlnové dlzky svetla a im odpovedajice en-
ergie. Ako vznika vnem farby? Ludské okolo obsahuje tri typy farbocitlivych
¢apikov. Ich zékladom su proteiny, ktoré s istou pravdepodobnostou zachytia
prichadzajuce svetlo a zmenia ho na signél, ktory smeruje do mozgu. Tento
signal mozog interpretuje ako farbu.

Citlivost ¢apikov na farby nie je exaktné, kazdy je citlivy na isty rozsah
vlnovych dlzok. Kym napriklad svetlo s vlnovou dlzkou 400 nm excituje
iba modré capiky, svetlo okolo 500 nm excituje zelené aj cervené c¢apiky. Z
pomeru tychto signalov mozog urcuje farbu svetla (respektive vytvara ich
interpretéciu), z ich absolatneho mnozstva urcuje celkovy jas.

e Kolko druhov zdrojov jednofarebného svetla potrebujeme na dokonalé okla-
manie zraku?

Priklady

e Ako vedeli l'udia v Maxwellovych ¢asoch urcit rychlost svetla? Navrhnite
pokus, ktory by nebol tplne na smiech.

e Ak mame konstantné magnetické pole a Casticu, ktoréd leti kolmo na
neho, za¢ne sa pohybovat po kruznici. Aka velka tato kruznica bude?
(Navod: rovnost odstredivej a dostredivej (magnetickej) sily.)
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e Mame elektrické pole E, na neho kolmé magnetické pole B. Ako sa
Castica musi pohybovat, aby letela rovno bez zrychlenia (sily na fu sa
vyrusia).

e Odvodit vlnovi rovnicu pre E alebo B z Maxwellovych rovnic (navod,
spravit rotaciu jednej z rovnic).

e Opiste, ¢o najpodrobnejsie, ako funguje fatamorgéna.
e Aky najmensi objekt dokdZeme vidiet volnym okom?

e Ak ma teleso teplotu T, Ziari na jednotku plochy, podla Stefan-Boltzmannovho
zékona, energiu e = oT%, kde 0 = 5.67 x 107 8Wm2K~*. Kolko en-
ergie prave ziarite?

e Spocitajte uhol pre dihu.

e Aky velky tanier satelitu potrebujeme, ak chceme odfotit supermasivnu
¢iernu @ieru o priemere 10° kilometrov na vzdialenost 54 MLy pri vl-
novej dlzke 1 mm?

Projekty

e Numerické riesenie Poissonovej rovnice v 2D.

e Blesky a iskry (spracovat ako tému).

e Hydraulick4 analogia (s elektrickymi obvodmi).

e Rychlost svetla v mikrovlnke.

e Spracovat Maxwellovo ,objavenie svetla“ (prejst cez vypocet poriadne
a doplnit o historické aspekty).

e Ako sa kedysi merala rychlost svetla?
e Odvodit Planckov vyzarovaci zakon.

e Numericky uchopit fatamorgénu. (Nad hortcou cestou postupne klesa
teplota od ktorej zavisi index lomu svetla. Modelovat situaciu ako na
seba naukladané tenké vrstvy vzduchu, pricom prichadzajtce svetlo sa
na kazdom prechode zalomi a ak dopada pod dost malym uhlom, tak
sa odrazi. Ako vyzera draha svetla?)
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e Spocitat geometriu dihy.
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11 Teobria relativity

V nasSom fyzikdlnom putovani nastédva zlom. Doteraz sme sa rozpravali o
fyzike, ako ju Tudia poznali zaciatkom 20. storocia. Vsetko dévalo zmysel,
teda az na par detailov a boli I'udia, ¢o si mysleli, Ze fyzika je takmer hotova,
uz budeme len spresiovat. Potom sa vSak ukézalo, Ze vyrieSenie tych detailov
otvorilo brany do novych svetov, ktoré neméame prebadané dodnes. V dvoch
poslednych ¢astiach sa pozrieme na teériu relativity a kvantova fyziku. Obe
tieto oblasti st hodné samostatnych uc¢ebnic, samozrejme ich nebudeme pre-
berat podrobne. Nagim hlavnym cielom bude vybrat niekolko esencialnych
prvkov z oboch teérii a porovnat ich s poznatkami z klasickej mechaniky,
ktort sme Studovali doteraz.

11.1 Specialna teoria relativity

Takze v skratke: so svetlom bol problém. Ukazalo sa, ze je elektromagnet-
ickou vlnou a tak prisla prirodzena otazka, ¢o sa vlastne vini? Médium,
ktorého vibracie mali byt svetlom, sa nazvalo éter. Roky snah zmerat nasu
rychlost voci éteru davali vysledok, ktory bol konzistentny s nulou. Javilo
sa, Ze vo@i éteru stojime, nech uz sa pohybujeme akokol vek.

e Ako sa meni rychlost laboratoria pocas dha? (Voci ¢omu?)
e Ako sa meni rychlost Zeme pocas roka?
e Ako sa meni rychlost Slnka podas galaktického roka?

Teoria ndm zéroven ukazala, Ze rychlost svetla vyplyva z fyzikdlnych
zdkonov a tie by mali platit pre vSetkych rovnako. To viedlo k zvlastnemu
problému, ak sa voci sebe pohybuju dvaja pozorovatelia vo vakuu, ktory z
nich vidi svetlo letiet rychlostou svetla? Albert Einstein prisiel s genialnou
myslienkou: obaja.

e Co je to Michelson—Morleyho experiment?

Jeho napad nevzisiel len tak z vakua, predchadzali mu iné teoretické prace,
ktoré naznacili, ako dalej. Tie napriklad skumali, Ze ak sa pozorovatel voci
elektrického naboju pohybuje, vnima jeho polia mierne deformované.
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Experimenty teda nevedeli dokazat pohyb voéi éteru, teoria naznacovala
— zatial na urovni matematickej finty , ze dochadza k deformacii dlzok a
dokonca sa v rovniciach objavovalo nieco, ¢o vyzeralo ako inak plynuci cas.
Znova len na turovni finty, ktora opravuje vysledky.

Albert Einstein si uvedomil, Ze st to viac, nez len finty. V skratke:
éter neexistuje, svetlo sa pohybuje rychlostou svetla z pohl'adu kazdého po-
zorovatela vo vakuu a dovod, preco je to mozné aj ak sa pozorovatelia voci
sebe pohybuju je taky, Ze sa meni ich vzajomné vnimanie ¢asu a priestoru.

e Co je to Cas?

Cas je to, ¢o meraji hodiny. Hodiny sa daju postavit vSelijako, medzi
sebou by vsak mali byt konzistentné. Zoberme si jednoduchy model hodin:
svetlo sa odraza medzi dvomi zrkadlami vo vzdialenosti L, vzdialenost tam
a spat preleti za cas T' = 2L/c.

Predstavme si, Zze svetlo leti v horizontalnej rovine a hodiny sa zac¢ni
pohybovat vertikalne.

e Nakreslite si drahu svetla v takom pripade.

Z pohladu systému, voci ktorému sa hodiny hybu, preleti svetlo vac¢siu
vzdialenost 2D, kde ...

e Spocitajte D.

.. D= ,/TT/” + L? aT" =2D/c je ¢as z pohladu stojacej stustavy. Ak sa
teraz zbavime dlZok, tak dostaneme vztah medzi tikaniami hodin:

T = ——— =~T. (146)

Ta 1/4/1— Z—; je v teorii relativity tak vSadepritomna, Ze dostala oznacenie
v, obCas ju volame gama faktor.

e Aké hodnoty moéze nadobudat?

25Mnohé velké objavy vo fyzike zacali najprv ako matematické finty, ktoré sa viak, ako
sa ukézalo neskoér, mali v sebe ukryté niec¢o hlboké.
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Ak prijemne tato skuto¢nost — teda, Ze ¢as plynie z pohladu voéi sebe
sa pohybujicich pozorovatelov inak — tak sa za¢ne menit vSetko ostatné.
Napriklad, ak sa zhodneme na rychlosti svetla a nezhodneme na merani ¢asu,
tak sa nemozeme zhodntt ani na merani dlzky.

e Preco?
Pre kontrakciu dlzok teda plati podobny vztah:

I'=~71. (147)
e V ktorom smere sa deje kontrakcia dlzok?

e V hornych vrstvach atmosféry vznikaju kratko-existujice Castice (miony),
ktoré by nedorazili na povrch nebyt dilatacie ¢asu. Ako vyzera situacia z ich
pohladu?

Bez dokazu, nieco podobné sa deje pri hmotnosti — dolezité je to napriklad
v Casticovych urychlovacoch. Ak urychlime casticu s pokojovou hmotnostou
mg na rychlost v, méa z nasho pohladu hmotnost m = ym,.

e Preco je z tohto pohladu nemozné prekrocit rychlost svetla?

Nebudeme zachadzat do hibok, tak este jeden doélezity bod — relativita
stucasnosti. V Newtonoveskej fyzike sa vSetko vo vesmire v tom istom case
deje naraz. V tedrii relativity je naraz subjektivny pojem. A to, ¢o sa z
pohladu jedného pozorovatela stalo naraz, sa z pohladu iného udialo pos-
tupne. Predstavte si, ze vlak prechadza stanicou a zrazu sa pustia dve lampy.
Clovek, ktory stoji medzi nimi ich uvidi bliknut naraz. Co ¢&lovek vo vlaku?

e D4 sa zhodnat na tom, ¢o je minulost a ¢o budicnost? (Odpoved: Cias-
tocne.)

Teraz si, tiez len letmo, nazna¢ime matematicky formalizmus, ktory sa v
Specialnej teodrii relativity vyuziva.

Casopriestor: Na to, aby sa dve castice stretli a napriklad zrazili, musia
sa stretnit na tom istom mieste a v tom istom ¢ase. Vo fyzike tak pouzivame
¢as a priestor na opis dynamiky pomerne dlho ...

e Uvedte priklady nejakej f(r,t).

100



. a tak je pojem Casopriestoru v nie¢om velmi prirodzeny a priamociary.
Polohu v fiom zadéavame pomocou $tyroch ¢&isiel: (¢, x,y, z), hovorime ¢aso-
priestorové suradnice, bodu v ¢asopriestore obc¢as hovorime udalost. To zna-
mena, ze aj vSetky uzitocné vektory z beznej fyziky sa musia stat Stvorvek-
tormi. Préave to, ako sa rozne veci (napriklad energia a hybnost) spajaja do
Stvorvektorov tvori velku cast esencie relativity.

Pre kazdu udalost existuje v ¢asospriestore vyznamné plocha, takzvany
svetelny kuzel. Vznika ako trajektoria svetla, ktoré prislo/odislo do daného
bodu v danom momente. Udalosti, ktoré lezia vo vnutri svetelného kuzela
mozu mat na udalost kauzalny vplyv (a naopak, podla toho, o ktoru ¢ast
kuzel'a ide) a volame ich ¢asupodobné. Tie mimo neho volame priestorupodobné.
Tie na hranici sa volaju svetlupodobné.

e Nakreslite si svetelny kuzel a spominana Struktiru.

Sice sa rozni pozorovatelia nezhodnii na plynuti ¢asu a merani dlZzok,
no zhodni sa na tom, ¢o lezi vniatri a ¢o mimo svetelnych kuzelov. To
znie mozno ako geometrickd banélnost, no suvisi to s hlbokym principom:
relativita nenarusa princip kauzalnosti — a to aj ked dokaZe menit vnimanie
stucasnosti.

e Nakreslite si sucasnost do ¢asopriestorového intervalu.

Lorentzovské transformaécie:

V oby¢ajnom, Euklidovskom, priestore sme mali vektory (z,y,2). Z po-
hladu pozorovatela, ktory je vo¢i nam otoceny, ma ten isty bode iné siarad-
nice, (2/,1y/, 2'), no jedna vec sa nemeni — po otoceni je bod rovnako d'aleko
od podiatku:

1,2 +y2 +Z2 — x/Z +y/2 +Z/2. (148)

Inymi slovami, pri oto¢eni sa nemenia dlzky, len ich natocenia. Postvanie
a otacanie veci je v trojrozmernom priestore iplne samozrejmé a zakladna
vec, vychadza z toho, Ze priestore nemé vyznac¢ny bod ¢i smer.

Ako taky priestor vznika? Moézeme postupovat takto. Krok jedna, prehlasime,
Ze méame priestor, teda usporiadantt mnozinu trojic bodov (z,y, 2) @ Krok
¢islo dva, tento priestor vybavime konceptom vzdialenosti (v Euklidovskom
priestore definovanej cez Pytagorovu vetu).

26T4to defindcia ma stipku fyzikilnej lezérnosti.
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e Vymyslite priklad priestoru bez vzdialenosti?

Matematicky sa tento konstrukt vola metrika — postup, ako merat vzdi-
alenosti medzi bodmi.

e Aké vlastnosti by mala spliat metrika?

Ked méame tento metricky priestor, tak si moézeme poloZit otazku — ¢o s
nim moézeme robit, aby sa metrika nemenila? Zistime, Ze dve veci: translacie
a rotacie. Rotacia a translacia st transformacie, ktoré zachovavaju dlzky (a
dl7ka je to, ¢o robi z matematickej abstrakcie fyzikilne uZitoény priestor).

Ako by vyzeralo toto isté v ¢asopriestore? Krok ¢islo jedna je takmer
identicky, ¢asopriestor je (usporiadana) mnoZina Stvoric (¢,z,y,z). Krok
¢islo dva je iny, dzka ako taka nemé fyzikalny vyznam. Cim Einstein celt
relativitu nastartoval? Poziadavkou, aby rézni pozorovatelia videli rovnaka
rychlost svetla. Z pohladu jedného pozorovatela sa za ¢as dt posunie svetlo

o (dz,dy,dz), pricom plati c*dt? = dx? + dy* + dz>.
e Je jasné, Ze preco?
e Preco sme pridali ti rychlost svetla?

Alebo inak: c2dt?—dx?—dy*—dz* = 0. Iny pozorovatel vidiiné (dt’,dx’, dy’, dz'),
ale stale plati c2dt”? — da"? — dy? — dz"* = 0. Ak sa ¢astica pohybuje pomalsie,
tak plati

Adt? — dx® — dy* — dz* = ds® > 0. (149)

Veli¢ina ds sa vola ¢asopriestorovy interval, rozdielni pozorovatelia sa zhodnu
na jeho dlzke
ds* = ds”, (150)

a teda to, Ze sa zhodnt na rychlosti svetla je §pecialny pripad pre ds” = 0.
Casopriestorovy interval je ¢asopriestorovou ndhradou za dizku. Jeho $pecial-
itou je, Ze sa na nom zhodni rézni pozorovatelia. No a teraz mozeme spravit
dalsi krok, ten bude vyzerat rovnako. Co mozeme robit s casopriestorom
tak, aby sa tato vyznamna Struktira nemenila?

o UkaZzte, Ze translacie a rotacie s stale dobré.
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Pribuda moznost Lorentzovskych transformaécii, ktoré volame aj boosty —
ide o prechod medzi sustavami pozorovatelov, ktori sa vzhladom na seba
pohybuja. Nie je to ni¢ zvlastne, uz sme na to narazili — st to dilatacie ¢asu
a kontrakcie dlZok. Ako matice vyzeraji (pre pozorovatela pohybujtceho sa
smerom z) ako:

cosh( —sinh¢ 0 0
;4 4+ T _ |sinh¢ cosh¢ 0 O T
(et 2y, 2) = | 0 Lo | ety )" (151)
0 0 01

e Co vam to pripomina?

e Aky vztah prepaja cosh a sinh?
Parameter ¢ sa nazyva rapidita.

e Ako savisi s 7

Rozdiel medzi Euklidovskou geometriou a Minkowského geometriou caso-
priestoru vychédza z jedného rozdielneho minuska.

e (asopriestorovy interval sme mohli mat zadefinovany aj ako ds? = —da? —
dy? — dz? + c?dt?. Ide iba o konvenciu. Zmenilo by to nie¢o? Preco?

Rotacie otacaju body v priestore po kruzniciach, boosty body v ¢aso-
priestore po hyperbolach. Hyperboly majua niektoré ¢iary, pri ktorych sa pri
posunuti ni¢ nemeni — to st préave rovné ¢iary, ktoré predstavuji trajektorie
svetla; preto sa na jeho rychlosti zhodnu rézny pozorovatelia.

Tuto tedriu, ktord popisuje vnimanie fyzikdlnych zakonov z pohladu
roznych pozorovatelov pohybujucich sa prazdnym casopriestorom, volame
Specialna teoria relativity. Trochu sme nacrtli jej zakladné vlastnosti: rela-
tivitu sucasnosti, dilataciu ¢asu, kontrakciu dizok, Lorentzove transformacie.
Niektoré vlastnosti tedria obsahuje, ale my sme na ne nedoc¢iahli — naprik-
lad suvis medzi hmotou a energiou, na ktory by sme potrebovali presne-
jsie zaklady relativistickej kinematiky. Na pozadi toho vSetkého bola ab-
solutna rychlost svetla, ktora sa prejavila jednym (respektive tromi) zv1ast-
nym znamienkom v ¢asopriestorovej Pytagorovej vete. Cim je vsak Specidlna
teodria relativity Specialna? Tym, Ze neobsahuje gravitéciu.E] Mimochodom,
vSimnite si, ze v limite ¢ — 0 vysledky reprodukuju klasickt mechaniku.

27Iné sily, napriklad elektromagneticka, sa v relativistickej reéi formulovali prirodzene.
Silné a slabé jadrova si v8ak museli pockat na rozvoj kvantovej fyziky.
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11.2 VSeobecna tedria relativity

Einsteinovi bolo jasné, Ze jeho novej teorii nie¢o chyba. Z pohladu Newtonovej
teorie mala gravitacia posobit okamzite. To znamené, ze ak by zmizlo Slnko,
Zem by okamzite pokracovala po rovnej cCiare. To je zvlastne, lebo svetlo
— a Tubovolny iny signal — zo Slnka cestuje vySe 8 minit. Einstein dostal
Stastny napad, predstavu padajiceho ¢loveka vo vytahu. Uvedomil si, Ze
gravitacia sa sprava prekvapivo podobne ako zotrvacna sila. Napadlo ho, Ze
gravitacnu silu voimame ako dosledok zotrvacnej sily v ¢asopriestore. Najprv
prezradime zaver a potom sa zastavime pri vyraznom medzikroku k nemu.
Jeho tedria sa dé zhrnut do jednej vety: hmota vravi ¢asopriestoru, ako sa ma
zakrivit; Casopriestor vravi hmote, ako sa mé hybat. Einstein mal tak trochu
Stastie, Ze sa tesne pred jeho snazenim v matematike zacala skiimat geome-
tria neeuklidovskych priestorov. Jemu potom stacilo len aparat natiahnut
na Casopriestor a v podstate uhadnut dynamické rovnice.

V rovine pouzivame stradnice (x,y) a ked v nich spravim maly krok,
celkovo prejdem vzdialenost

ds* = da® + dy* = (dx, dy) ((1) (1)) (dz,dy)” =ds g ds”. (152)

Toto vyzeréa ako prehnane zlozity spdsob ako zapisat Pytagorovu vetu pomo-
cou matice, g, ktort volame metricky tenzor. Metricky kvoli tomu, ze slazi
na meranie vzdialenosti a tenzor kvoli tomu, Ze je to matica, ktora splia isté
vlastnosti®] V nasom pripade je g len velmi jednoduché jednotkova mat-
ica, v definicii skalarneho stac¢inu bol ukryty, ale pochopitelne sme si ho ani
nevsimli. Co ak by sme tam mali nie¢o iné?

o Aké axiémy mé klasické, teda Euklidovska, geometria?
e Ktory z nich je problematicky?
S neeuklidovskou geometriou méame skiisenosti — zijeme predsa na sfére.

e Cosa deje inak na sfére ako na ploche? (Premysliet ako sa spréavaju kruznice
a trojuholniky.)

28Vo vieobecnosti je tenzor viaczlozkovy objekt, ktory spaja prvky vektorového
priestoru. Asi sa tym teraz netreba velmi trapit.
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Suradnice na sfére pouzivame napriklad uhly 6, . Ak sa v nich pohnem
a o maly kusok, prejdem celkovi vzdialenost dant rovnicou:

ds® = r* (d6* + sin® 0dp?) . (153)
e Preco je tam r a sin 67
e Kde na sfére je najlahsie sa posunit o dp?

Je fascinujuce, ako dlho trvalo [udstvu objavit priklad neeuklidovskej geome-
trie, ked na jednej takej zijeme. Na sfére plati nielen ina4 Pytagorova veta,
ale dokonca sa Pytagorova veta meni od miesta k miestu!

To, ze Pytagorova veta — alebo teda metrika — vyzera inak eSte nezna-
mend, ze sa tam deje nieco zvlastne. Zoberme si iny priklad, v obycajnej
rovine pouzijeme polarne stiradnice.

e Ako vyzera metrika v nich?

Na prvy pohlad z metriky nie je jasné, ¢i opisuje plochy alebo krivy
priestor. Existuji vSak objekty, ktoré nam to prezradia, napriklad skaldrna
krivost R(g). Nebudeme sa do toho pustat, je to dost matematiky, no vedzte,
7e je to priamodciare. Ked dostanete zadany priestor a jeho metriku, viete
spocitat, na ¢om ste.

Ako vyzera Pytagorova veta v ¢asopriestore? V podstate velmi podobne,
aZ na jedno klti¢ové minus. TakZe je to matica v tvare g = diag (—c?,1,1,1).
Hovorime, Ze ma signatiru (1, 3), teda jedno minus a tri plus.

Jeden dolezity pojem, ktory si treba vyjasnit pre zakrivené priestory je,
ze ¢o vlastne nahradi rovnu ¢iaru?

e Ako by ste univerzalne zadefinovali rovnu ¢iaru?

Intuitivna predstava je také, Ze po rovnej ¢iare idem autom vtedy, ked ne-
to¢im volantom.

e Aku krivku to robi na sfére?
Takato zovseobecnenie rovnej ¢iary sa vola geodetika.

e Rovnobezniky a poludniky sii geodetiky?

105



Einstein si uvedomil nieco klicové — graviticia sa podoba na zrychlenie.
e Co citite vo vytahu, ked sa rozbieha hore & dole?

Zaroven mal silnu indiciu, Ze pre jeho potreby bude dolezity koncept za-
krivenych priestorov. Preco? Ked ste v zakrivenom priestore, medzi polom-
erom a obvodom neplati klasicky vztah 27r. Ako méte v relativite disk,
ktory rotuje, jeho okraj sa voci stredu pohybuje istou rychlostou a tak citi
efekt relativistickej kontrakcie — a teda medzi obvodom a priemerom kruhu
tiez nebude platit klasicky vztah.

Tieto indicie spojené dokopy viedli na zaver, Ze gravitacia sa bude dat
opisat cez formalizmus zakriveného cCasopriestoru. Zakriveny priestor a ca-
sopriestor sme si predstavili zvlast, tak sa asi da trochu vytusit, ¢o vznikne
z ich spojenia. Technické detaily by sa v8ak vyzadovali dost ¢asu. Metrika
zakriveného Casopriestoru je opisana pomocou metrického tenzora g, ktory
méa podobne ako v plochom ¢asopriestore signaturu (1,3), no na rozdiel
od plochého priestoru sa od bodu k bodu meni a méa nenulova krivost.
Vsetko caro sa tak deje pridanim dvoch ingrediencii — krivosti a minusového
znamienka v metrike.

Ak na néas neposobia Ziadne sily (elektromagnetické ¢i jadrové), tak sa v
zakrivenom Casopriestore pohybujeme po geodetike. Z pohladu trojrozmerného
priestoru vSak tento pohyb vyzeréa ako napriklad volny pad (po parabole) ¢i
elipticky obeh. Co sposobuje zakrivenie ¢asopriestoru? Hmota a energia.

Einsteinovu tedriu gravitécie krasne zhrnul J. A. Wheeler: Hmota hovori
priestoru, ako sa krivit, priestor hovori hmote ako sa hybat [*]

Rovnice Einstein po par pokusoch a omyloch uhédol. Vedel, Ze jeho
tedria gravitacie musi v istej limite viest na Newtonovska teériu a zaroven
ho zvazovali isté matematické poziadavky.

e O aku limitu ide?
Jeho rovnice vyzeraju takto:
G = KTy,. (154)

Hovorim rovnice, lebo ich je vlastne 16 — kvoli symetridm je ich nezavislych
10 —, grécke pismend indexuju Casopriestorové suradnice. Na lavej strane sa

29Ak chcete, aby sa to rymovalo ako v originalnej verzii, nahrad'te posledné slovo s
Hhmyrits,
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nachadzaju ¢leny, ktoré opisuju priestor a jeho krivost (dokopy sa to vola
Einstienov tenzor, G(g)), na pravej strane mame tenzor energie-hybnosti a
gravitac¢nu konstantu.

Ak dostaneme zadané, Zze aké je rozlozenie hmoty a energie v priestore
a ako sa hybu, vieme napisat rovnice pre g, ktoré ak vyrieSime, vieme o
priestore v8etko, ¢o potrebujeme. Napriklad v nom vieme hladat geodetiky,
teda trajektorie, na ktoré neposobi ziadna sila (elektricka ¢ jadrova). Grav-
itacia je teda len prejavom pohybu v zakrivenom ¢asopriestore.

Vseobecna tedria relativity ma nevidané dosledky, ktoré spomenieme len
heslovite:

1. Gravitacna dilatacia casu.

2. Precesia perihélia planét.

3. Ohyb svetelnych lucov.

4. Strhavanie inercidlnych sistav.
5. Gravita¢né viny.

6. Rozpinanie vesmiru.

Pri jednom sa na chvilu pristavime, aby sme si ukazali aspon jedno
rieSenie Einsteinovych rovnic, asi to najslavnejsie. Karl Schwarschild hladal
vakuové riesenie Einsteinovych rovnic, teda také, v ktorom je prava strana
nulova. Teda, nie uplne vsade, len takmer vSade — okrem pociatku sturadni-
covej sustavy. Opisuje to teda gravitaénu deformaciu okolo hmotného bodu.
To sa typicky pouziva na opis gravita¢ného vplyvu velkych objektov (ako
hviezdy ¢ planéty) mimo nich, vo vnutri treba pouzit iné riesenie. Vyzera,
v sférickych sturadniciach, takto

ds* = — (1 - %) cdt* + (1 - %) 1 dr? 4 r* (d* + sin® 6dp?) ,  (155)
kde r, = Q’Z—QM je takzvany Schwarzschildov polomer. Napriklad pre naSe
Slnko to vychéadza ry ~ 3 km. KedZe ide len o vakuové rieSenie, moézeme ho
pouzivat len mimo Slnka. Z neho sa d& odvodit Newtonov zakon gravitacie.
Faktor pri dt ¢lene mi hovori, ako rychlo plynie ¢as v danom mieste z pohladu
vzdialeného pozorovatela. Cierne diery su objekty, ktorych hmotnost sa
zratila do bodu a tak vakuové riesenie plati (takmer) vsade. A to znamena,
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7e plocha r = r, je pristupné, z pohladu vzdialeného pozorovatela na nej
zamiza ¢as a spod nej nedokdze uniknut ani len svetlo. Ttto hranicu volame
horizont udalosti ¢iernej diery.

11.3 Kozmologia

Kozmologia skiima vesmir na tak velkych skalach, Ze sa javi homogénny a
izotropny.

e Co tieto pojmy znamenaja?

Einstein odvodil rovnice pre gravitaciu, ktorta opisal ako dosledok zakrivenia
¢asopriestoru. Tato rovnica dokaze opisat aj rozpinanie vesmiru ako celku.

e Ako vyzera metrika na nafukujicej sa sfére?

Meniaci sa priemer vesmiru opisuje faktor a(t), ktory opisuje zmenu metriky

ds® = a(t)*dr® — dt*. (156)

V podstate ide o neuveritelne zjednodusujici predpoklad. Po prvé predpok-
ladame, Ze vesmir je velmi jednoduchy vo svojom obsahu a po druhé, Ze
je opisany ako celok velmi jednoduchym rieSenim — jedna funkcia ¢asu. Z
Einsteinovych rovnic sa da odvodit diferencidlna rovnica pre a, volame ju

Friedmannova rovnica:
a ATK 3p Ac?
2 _ " = - 157
- 3 <p+ 02) 5 (157)

kde A je kozmologickd konStanta, p,p si hustota a tlak, napriklad hmoty
alebo ziarenia.

Rozpinanie mé rozny vplyv na rozne veci. Ked sa rozpina hmota, redne
nepriamo merne s rasticim objemom, teda py; = poa=3. Ziarenie to ma
zlozité, lebo s rozpinanim vesmiru sa natahuje vlnova dlzka svetla, A ~ a
a tym padom klesa jeho energie ako E ~ a~! a teda dokopy pr = poa*.
Uvazuje sa o existencii tmavej energie, ktorej hustote sa rozpinanim neredne
(napriklad, lebo je to energia prazdneho priestoru): ppg = ppg.o-

Dolezité ponaucenie — rozne zlozZenie vesmiru ovplyviuje jeho rozpinanie
a zaroven rozpinanie vesmiru ma rozdielny vplyv na vyvoj hustot.

e Co vam to pripomina?
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Ako sme spominali, rozpinanie vesmiru ma vplyv na vlnova dlzku svetla
v nom. Ak zdroj vyziari svetlo s vlnovou dlzkou 1 m, svetlo moze prist
natiahnuté, napriklad na 1.1 m. Kozmolégovia pouzivaju takzvany faktor
X &h _ Aobs™emit ktorv plati
¢erven¢ho posunu z = =2%—¢m& pre ktory plati

emit

B 1
R

a(t) (158)

e V akom case je vyCisleny tento vztah?

Ak poznam historiu rozpinania vesmiru, tak viem zo z faktoru spocitat,
ako dlho k nam svetlo letelo. Treba poznaf aj jeho vlnova dlzku v ¢ase emisie,
to v8ak vieme ak to odpovedé nejakému Specifickému procesu, napriklad moze
ist o absorp¢né ciary chemickych prvkov.

Na zéver malé spestrenie, ako vieme, aky velky je vesmir? Do vesmiru
sme si vystavali rebrik:

e Cez paralaxovi metédu sme odmerali vzdialenost Mesiaca, Slnka a
blizkych hviezd.

e V nich sme objavili cefeidy, ktoré sliuzia ako Standardné sviece.

e Cez ne sme zmerali supernovy, ktoré je vidno krizom cez cely vesmir.
e Prediskutujte v stru¢nosti tieto metody.

Cely vtip spociva v tom, Ze beZne nevieme zistit, ¢ je objekt daleko
alebo len svieti slabo. Vyhrou su objekty, ktoré nam svoj absolutny jas
prezradia, napriklad podla toho ako blikaju. Tym padom vieme spocitat
ich vzdialenost. Stéle vSak potrebujeme referenc¢niit hodnotu — tie skladame
rebrikovou metodou.

Vdaka tomu vieme, Ze vesmir je priblizne 13.8 miliardy rokov stary [5_6],
ma polomer asi 46.5 miliardy svetelnych rokov a je prevazne tvoreny z tmavej
hmoty a energie — tie nevidno priamo, vidime len ich gravitacny vplyv na
vesmir ako celok ¢i iné objekty.

Na zaciatku vo vesmire neplatili také fyzikalne zakony, ako ich pozname
dnes. To sa zmenilo za (asi) malinky zlomok sekundy. Vesmir rozpinanim

30" the beginning the Universe was created. This has made a lot of people very angry
and been widely regarded as a bad move.” D. Adams
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chladol a postupne tak umoznoval vznik stale krehkejsich struktir. Najprv
vznikli jadra a presny moment, kedy tento proces ustal, urc¢il pociatocny
pomer prvkov vo vesmire.

Vesmir bol sprvoti nepriehladny, cez plazmu svetlo nepreniki. Ked ochladol
natolko, ako vznikli neutralne atomy (asi vo veku 380 000 rokov), tak sa
nim prvykrat zacalo Sirit svetlo. Vesmir dalej chladol a postupne zacala
prevladat gravitacia a stlacat veci do struktur, z ktorych sa stali zarodky
prvych galaxii. Svetlo, ktoré uniklo pri spriehladneni vesmiru sa volé relik-
tové ziarenie. Rozpinanie jeho vlnovt dlzku natiahlo na priblizne milimeter.
Jeho presné struktira nesie cenné informaécie o zlozeni raného vesmiru. Bolo
objavené nahodou (ako radiovy $um) a ak ste mali doma analogovy televizor,
tak bolo zodpovedné za asi percento ¢ierno-bieleho Sumu v fiom.

11.4 Priklady

Specialna teoria relativity
e Odvodte Lorentzov faktor (cez priklad so zrkadlami).
e Pre hodnoty v = 0.1 ¢,0.5 ¢,0.99 ¢ spocitajte .
e Pre hodnoty v = 2,10, 100, 100000 spocitajte v.

e Astronaut cestuje v kozmickej lodi pohybujtcej sa rychlostou 0.8 ¢ re-
lativne k Zemi. Misia astronauta trva 2 roky podla hodin na kozmicke;j
lodi, kolko trva z pohladu Zeme? Aka dlha bola cesta z pohladu lode

a z pohladu Zeme?

e Elektrony v leptonovych urychlovacoch dosiahli rekordny v = 200 000.
Ako rychlo sa pohybovali a kol'ko vazili z pohl'adu stojaceho pozorovatela?

e Zoberte vzorec E = mc?, dosad'te relativisticki hmotnost ako funkciou
pokojovej a rychlosti a spravte Taylorov rozvoj pre malé v, ¢o dostanete?

e Najdite z najvzdialenejsieho zndmeho objektu vo vesmire a urcite jeho
vzdialenost. (Pouzite kozmicku kalkulacku, st dostupné na internete.)

e Aku vzdialenost k nam priletelo reliktové Ziarenie?

e Ak by vzdialenost Zem-Slnko mala jeden centimeter, kolko by mala
vzdialenost Slnko-Proxima centauri?
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e Ak by mala tato vzdialenost jeden centimeter, kolko by mala nasa
galaxia?

e Ak by mala nasa galaxia jeden centimeter, aky velky je viditeIna ves-
mir?

e Vyrieste Friedmanovu rovnicu pre hmotu so zanedbatelnym tlakom.

e Kolko trva z pohladu Slnka jeden pozemsky rok (teda zohladnit rychlost
Zeme okolo Slnka).

e Ako je z pohladu Slnka Zem zdeformovana? (Uvazujte, Ze mé v pokoji
dokonale gulovy tvar).

11.5 Projekty

e Odvodenie F = mc?.

Vysvetlite paradox dvojciat.

Vizualizacia boostov ¢asopriestoru.

e Ako sa v neeuklidovskej geometrii poc¢ita krivost priestorov?

Aké myslienkové kroky priviedli Einsteina k vSeobecnej teérii relativity?

e Aké méame argumenty pre a proti existencii tmavej hmoty. Co by to
(ne)mohlo byt?

Ako sa vyskiamali Cefeidy?
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12 Kvantova fyzika

Na tvod si prejdeme histériu poznavania hmoty a spomenieme tspesné mod-
ely, ktoré sme vdaka kvantovej fyzike vybudovali. PomoZe to zmiernit Sok z
nej.

12.1 Histéria vyskumu hmoty a jadrova fyzika

Kedysi T'udia nevedeli, z ¢oho sa skladd hmota. Ako to uz v Zivote chodi,
staroveki Gréci mali nédzor aj na toto — a niektori dokonca spréavny. Islo o
atomistovm zaklad slova atom je z gréckeho atomon, ¢o znamena nedelitel ny.

Ze by na tejto myslienke nieo mohlo byt, zacali [udia uznévat s nastupom
chémie. John Dalton si vsimol, Ze chemické reakcie plynov prebiehaja tak,
ze ich zlozky su v (malych) celo¢iselnych pomeroch.

e Preco?

Pomerne dlhé obdobie bola komunita rozdelend na dva tabory, jeden tabor
bral atémy ako nieco realne, iny zas len ako teoretickii abstrakciu. Konflikt
ukoncila az analyza Brownovho pohybu.

e Co je Brownov pohyb?

Albert Einstein ukézal, Ze Brownov pohyb je désledkom interakcie pelového
zrnka s molekulami vody. Atémy by sme teda mali. Analyzou katédovych
lucov sa zistilo, Ze atémy obsahuji Tahké elektricky nabité ¢astice — elektrony.
Ako je rozlozeny v atome kladny naboj? Dnes uz vieme, Ze v malinkom jadre.
Nie je to v8ak jedin& rozumna moznost.

e Poznate alebo viete vymysliet iny model atému?

Jednym z konkurenénych modelov bol Thomsonov pudingovy model % Kladny
bol podla neho cely objem atému, elektrony boli ako také hrozienka v nom.
Tuto hypotézu vsak vyvratil Rutherford, ktory nastrelovanim jadier hélia na
tenku zlatu foliu ukazal, ze jadréa tvoria malia cast celkového objemu atémov.

e Dizajn experimentu je taky, Ze z jednej strany strielame jadra hélia a poz-
erdme sa, ktorym smerom sa odrazia. Ako vyzeral jeho vysledok pokusu a
ako by vyzeral, ak by mal Thomson pravdu?

31Pre tplnost treba povedat, Ze aj niektori staroveki Indovia zastavali podobny nazor.
32V Britanii, odkial Thomson pochéidza, si pod pudingom I'udia predstavuji nie¢o o
dost iné, nez u nés.
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o Aké velké su jadra, atomy a elektrony. Vymyslite vhodné prirovnania.

Ani jadro nie je fundamentalny objekt, z nie¢oho sa sklada. Na prvy po-
hlad by sme mohli ¢akat, Ze sa sklada z protonov, ktoré kompenzuji naboj
elektronov. Istym prekvapenim mohla byt existencia neutralnych castic —
neutronov, ktoré kltacovo prispievaju k stabilite jadier. Boli teda zname tri
typy Castic: protony, neutréony a elektrony.

e Cosi to izotopy?

Okrem toho boli zname tri druhy ziarenia, ktoré produkovala hmota, konkrétne
pri jadrovych premenéch: alfa, beta a gama. Alfa castice st jadra hélia, beta
st (anti)elektrony a gama Ziarenie je vysokoenergické svetlo. Kltcovym zis-
tenim bolo, Zze moze dochadzat k radioaktivnym premenédm, ¢o symbolicky
zavigilo jeden sen alchymie, z ktorej vlastne vzisla chémia a vyskum hmoty
ako takej.

e K akej zmene poctu protéonov a neutrénov dochadza pri premenéch, pri
ktorych vznikaju spominané formy Ziarenia?

Okrem toho, Ze jadrové procesy mozu viest na zmeny chemickych prvkov,
prestiva sa pri nich zna¢né mnozstvo energie. M4 to dva dovody. Po prvé,
Einstein a jeho £ = mc?. Po druhé, skuto¢nost, Ze hmotnost atomarnych
jadier nie je sictom hmotnosti proténov a neutréonov. Ich hmotnost je pri-
blizne dané vztahom, ktory sa vola Weizsdckerov vzorec. Ak mame A nuk-
lebnov, Z protonov a N neutréonov, tak plati, ze:

Ep

m = Zm, + NM, — —, (159)
c

kde Eg je viazbova energia (B je ako binding), ktora je dané vztahom:

2(Z-1)  (N-2Z)

Eg =ayA — agA*? — ac e —ay I

+0(N, Z). (160)
V tejto rovnici:

e ay je objemovy clen kvoli jadrovej interakcii,

e ag je povrchovy clen,

e ac je ¢len za Coulombovské odpudzovanie protonov,
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e a4 je ¢len za asymetriu (fazsi na vysvetlenie),
e 0 je parovaci clen (kvoli spinovej interakeii)]

Dolezité je, ze rdézne pocty neutréonov a protéonov majua roézne hmotnosti
a tym padom iné energie. Ak sa udeje radioaktivna premena, nezmeni sa
celkovy pocet nukleénov, no zmeni sa ich usporiadanie, ¢o vedie k zmene
energie. To znamena, Ze niektoré premeny mozu vznikat spontanne a niektoré
musime stimulovat.

e Niektoré prvky sa radi spijaju a niektoré rozpadaju. Ktoré? A ktory prvok
je viac menej uplne spokojny?

Bezna moznost je, ze mame jadro, ktoré je stabilné — nemé sa dostupnymi
procesmi ako rozpadnut na nieco s nizSou energiou, respektive takyto proces
trva nesmierne dlho. Ked mu dodame neutrén, situdcia sa zmeni, stane sa
nestabilnym a rozpadne sa velmi rychlo. Pri tom sa uvolnia dalsie neutrény,
ktoré sa mozu zachytit v dalsich jadrach a vznika retazova reakcia. To v
kontrolovanom pripade vedie k jadrovému reaktoru a v nekontrolovanom k
atomovej bombe.

12.2 Casticova fyzika

Vo fyzike sa stretli dve novinky: kvantovad mechanika a tedria relativity so
slavnym E = mc?. Kvantova mechanika nas naudila — ako si ¢oskoro ukazeme
—, 7ze mame zohladnit vSetky procesy, ktoré moézu nastat (napriklad vsetky
trajektorie, ktoré spajaju body A a B). Relativita nés zas naucila, Ze ener-
gia sa moze menit na hmotu. Zacina to byt komplikované! Musime zahrnut
vSelijaké procesy, kde cCastice vznikaji, zanikaju a rozne medzi sebou inter-
aguju. Relativitu uz pozname, kvantovi fyziku si predstavime o chvilu. Na
motivaciu si najprv pozrieme, kam nés ich spojenie vlastne dostalo.

12.2.1 Kvantova elektrodynamika

Prvy vyznamny krok bola kvantova elektrodynamika, ktort zhotovilo viacero
T'udi, vyrazne prispel aj Richard Feynman. Takzvané Feynamnove diagramy
pouzivame na zapis a spracovanie vSetkych moznych scenédrov, ktoré mozu

338pin je vlastnost elementarnych ¢asti, ktora okrem iného udéva ich interakciu s mag-
netickym polom a opisuje, ako sa Castica sprava pri rotacii.
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nastat. Pohyb elektréonu (alebo pozitronu) v nich predstavuje rovna Ciara.
Pohyb fotonu predstavuje vinka. Jedind mozné interakcia v diagrame je stret-
nutie dvoch rovnych ¢iarok a jeden vinky (napriklad foton je absorbovany
elektronom). Ked do reakcie vstupuji dva elektrony a dva z nej vylietavaja
(teda rozptyl elektronov), tak nakreslime dve rovné iarky na vstupe, dve
na vystupe a zistujeme, akymi spésobmi ich mozeme pospéjat, ak mame
povoleny len jeden typ vertexu (spojnice).

e Nakreslite si diagram pre proces interakcie elektrénu s elektromagnetickym
polom a pre proces rozptylu dvoch elektrénov.

Feynamnové pravidla nam hovoria, ako ku kazdému diagramu priradit
¢islo, faktor, ktory zavazi do celkovej pravdepodobnosti, ze sa proces udeje.
Pravidla nam hovoria, ¢o mame pridat za kazdy propagétor (Ciara), vertex
(spojnica), ¢i ako zohladnit kombinatoriku réznych procesov.

Problém je, Ze takychto moZnosti je velmi vela, presnejSie nekonecne
vela. Dolezité zistenie je také, ze za kazdy vertex vstupuje do vysledku maly
faktor. Takze ¢im viacej vertexov (alebo ekvivalentne, ¢im viacej uzavretych
sluciek), tym mensi prispevok. Diagramom bez sluciek sa hovori stromové
(7ziadna slucka, len tréia vetvicky), dalej vieme diagramy zoradit podla po¢tu
sluciek. Cim viacej sluciek, tym mensi prispevok.

e Je vidno preco? Moze to v principe nie¢o zvratit?

Podl'a pozadovanej presnosti si viem vybrat, kolko diagramov zahrniem do
vysledku — vd'aka tomu vieme s kvantovou elektrodynamikou velmi slusne
a presne pracovat. Niektoré zhody medzi experimentom a teoretickou pred-
povedou st na vySe desat platnych cifier, to je nevidana presnost.

e Kde sme postupné spresnovanie vysledkov uz videli?

Tento postup sa vold poruchovy pocet a v nieCom pripomina postup,
ktory sme pouzivali na anharmonicky oscilator. Vysledok vieme I'ubovolne
spresiiovat, no naro¢nost krokov narasté a tak to v istom bode — napriklad,
ked narazime na troven presnosti experimentov — ukoncime.

Jednym z prvych velkych tispechov kvantovej elektrodynamiky bol Dira-
cov (teoreticky) objav anticastic, ktoré tvoria akoby zrkadlovy obraz hmoty.
Véacsinu vlastnosti maji rovnakych, napriklad hmotnost, no maji opacény
elektricky naboj. Takze k elektronu existuje pozitron, k neutrinam antineu-
trina a podobne.
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e Co sa stane pri stretnuti Castice s anticasticou?

e Co sa stane pri stretnuti lopty s antiloptou? (Néavod: Vid Leiderfrostov
efekt.)

12.2.2 Kvantova chromodynamika

Zistilo sa — ¢iastocne analyzou Struktir zlozenych ¢astic a ¢iasto¢ne z rozptylo-
vych experimentov — Ze protény a neutrony sa skladaja z troch castic, ktoré
dnes volame kvarky. Ide o dva kvarky, up a down (horny a dolny), jeden ma
elektricky naboj +2/3 e, druhy —1/3 e, kde e je velkost naboja elektronu.
Dokopy tak trojica tvori bud ¢asticu s jedna alebo nula nasobkom zakladného
naboja. Existuji aj iné kombinacie kvarkov, napriklad mezény obsahujice
parny pocet kvarkov, kvarky vsak nemézu existovat izolovane, hovori sa tomu
viznenie kvarkov. Okrem troch zékladnych (takzvanych valenénych) kvarkov
s v Casticiach nachadza aj vela inych virtualnych ¢astic. To su také, ktoré ex-
istuji ako dosledok kvantovych fluktuécii. Mierne ich ¢oskoro spomenieme.
Co by sa stalo, ak by ste sa kvark pokusili vytrhnit z jadra? Vznikne novy
par kvark-antikvark.

Tak, ako interakciu elektronov sprostredkavaja fotony, tak kvarky spolu
interaguju prostrednictvom gluénov (glue ako lepidlo). Kvarky maja zaroven
novu vlastnost — farbu, ktora vSak nema sitvis s normalnou farbou, akurat
ma tri zakladné zlozky (a l'udské oko mé capiky na tri rozny farby @ Farbu
maja aj kvarky, ich interakciami sa zaobera kvantova chromodynamika.

Ide o velmi zlozitu tedériu. Na rozdiel od fotonov, gluény interaguju aj
medzi sebou, ¢o robi vypoctovi kombinatoriku ovela zlozitejSou. Zaroven
neplati, Ze ,¢im viac sluciek, tym mensi prispevok® a tak aj velmi prepletené
interakcie zavazia. Tato sila sa vola ,silna“ a vo v8eobecnosti na jej analyzu
potrebujeme superpoéitace (len v istych rezimoch ich netreba). Na rozdiel
od elektrodynamiky tu neplati, Ze komplexné situacie do vypoctu vstupuju
len s malym faktorom a tym paddom nemame moznost nekonecné vypocty v
istom bode useknut.

34Tato analégia siaha hlbgie, nez len tri tu a tri tam. Pri vybere zakladnych farieb
mame isti volnost, napriklad namiesto ¢ervenej-zelenej-modrej pouzivame niekedy ma-
gentu, aztroviu a zltt. Vedu vSak na rovnaky vysledok. Podobna volnost plati aj pri
farbach kvarkov a gluénov.
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12.2.3 Slabé interakcie

Pri skimani jadrovych (beta) premien si Tudia v8imli, Ze im nesedi celkovy
siucet energie. Fermimu napadlo, Ze moZno existuje prakticky neviditelna
Castica, ktora ¢ast energie odnasa. Mal pravdu — ide o takzvané neutrino. Za
sekundu ich cez vas preletia miliardy, za Zivot sa zachyti len jedno (a vyvola
jadrova beta premenu). Neutrina vznikaju pri jadrovych procesoch v Slnku,
Zemi, jadrovych reaktoroch ¢i pri vybuchoch supernov. Nepozorujeme ich
priamo, ale cez Cerenkovovo ziarenie vyvolané casticou, ktortu ich interakcia
vyvolala.

e Co je to Cerenkovovo Ziarenie?

Ukézalo sa, ze okrem silnej jadrovej sily existuje aj slaba jadrova sila,
ktora suvisi s beta procesmi. Podobne, ako gluéony sprostredkivaji silna
jadrovu silu a fotony elektromagneticki, zacali sa hladat ¢astice (teoreticky
aj experimentalne), ktoré by boli zodpovedné za slabu jadrova silu. Dnes
ich pozname ako Z°, W* W~ bozény. Interakcia cez ne je viak velmi tazka.
Svoje o tom vedia neutrina, ktoré so zbytkom hmoty interagujt len prostred-
nictvom nich — a tym padom prakticky vobec.

e Co st to bozény a fermiony?

Preco je interakcia s nimi tak slaba? Lebo ju sprostredkuvaju tazké (a
teda energeticky drahé) W, Z bozony, kym fotony a gluony st nehmotné.
Je to zvlastne, lebo na istom mieste teoretického opisu sa ziadalo, Ze tieto
bozény musia byt nehmotné — bez toho sa matematicky formalizmus rozpada.
Ako méze byt nieGo nehmotné a tazké naraz? Odpovedou sa stalo Higgsovo
pole a jeho castica, Higgsov bozom.

12.2.4 Higgsov bozén

Vysvetlenie pozostava z dvoch krokov. Po prvé, toto pole mé zvlastnu vlast-
nost — minimum potencialu je pri nenulovej hustote energie pola. To znie
zéhadne, chce sa tym povedat, Ze pre toto pole je energeticky najvyhodnejsie
niekde byt ako nebyt.

e Dalo by sa povedat, Ze sa sprava ako anharmonicky oscilator s imaginarnou
hmotnostou. Skuste si pre takéto nie¢o nakreslit graf potenciélnej energie a
najst jeho minimum. Napoveda: U(z) = —bx? + gz*.
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Druhy krok je, ze sa toto pole viaze na rézne Castice a efektivne tak zvySuje
ich energiu respektive hmotnost. Takze spominané W, Z bozény st samé
osebe nehmotné — takze matematicky formalizmus je konzistentny — no efek-
tivne im hmotnost dodava Higgsovo pole. A kvoli ich vysokej hmotnosti
sprostredkivaju interakciu len slabo, preto je slabéa jadrova sila slaba.

Pre uplnost treba dodat, Ze sice je Higgsovo pole zdrojom hmotnosti,
zd aleka nie celej. Hmotnost hmoty je koncertovana v jadrach, tie st na prvy
pohlad tvorené trojicou kvarkov. Ani kvarky vSak nie si zodpovedné za
vac¢sinu hmotnosti, v jadre totiz prebieha divoké kvantové bublotanie kvarkov
a gluonov a energie tychto Castic je zodpovedné za vacsinu hmotnosti.

Mimochodom, tak ako je foton kvantom elektromagnetické pola je kvan-
tom Higgsovho pola Higgsov bozén. Ten bol v roku 2012 objaveny v LHC
v CERNe, tento objekt uzatvoril, ako posledny dielik skladacky, Standardny
model casticovej fyziky.

12.2.5 Standardny model &asticovej fyziky

Zhrime si to. Objavilo sa niekolko castic hmoty: kvarky, elektréony a neu-
trina a objavili sa Castice, ktoré sprostredkuvaju interakciu medzi nimi, Specialnu
tlohu zohréava Higgsovo pole, ktoré je skalarne.

e Co je to skalarne pole? Aké su tie ostatné polia?

K casticiam hmoty existuju anticastice, to sme vedeli dlho. Istym prek-
vapenim bola skutoc¢nost, ze vSetky ¢astice hmoty existuju v troch koépiach
(takzvané rodiny alebo generacie), ktoré si rovnaké az na hmotnost. Méame
teda napriklad elektréon, mion a tau-lepton. Bezne maju tazSie Castice ten-
denciu rozpadat sa na lahSie, takZe napriklad mion sa rozpadné na elektrén
a par neutrino a antineutrino.

Dokopy tak ziskavame kratky zoznam, ktory obsahuje vSetky zname ele-
mentarne Castice hmoty a zaroven castice, ktoré sprostredkivaji vietky (ne-
gravitacné) interakcie medzi nimi. Dokopy sa tato tedria vola étandardny
model. Vieme aké ¢astice tvoria svet okolo nas a ako interaguji. V niektorych
pripadoch mame poc¢ty dobre pod kontrolou, v niektorych sa spolichame na
pocitace. Tusime, Ze tento obraz nie je uplny ...

e Co nam ocividne chyba?

.. no kym sa k tomu dostaneme, tak si po tomto vel mi dlhom tvode spravime
eSte jeden kratsi ivod a potom sa pozrieme na druhy pilier modernej fyziky
— kvantovi mechaniku.
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12.3 Cesty ku kvantovej fyziky

Kvantova mechanika je, slusne povedané, zvlastna. Newtonovska mechanika
funguje celkom dobre, ¢o teda prinutilo Tudi od nej upustit? A ¢o viac,
nahradit ju tgmto? Sice je kvantova tedria asi najvelkolepejsia fyzikalna
teéria (minimalne v top dvojke), no aj tak jej uplne nerozumieme ani po
sto rokoch. Medzi klasickou a kvantovou fyzikou je obrovsky skok, na ktory
musela fyzikidlna komunita nabrat odvahu a data. Aké kroky boli rozhodu-
juce?

12.3.1 Fotoelektricky jav

Edmond Becquerel si v roku 1883 vsimol, Zze ak dve platne z platiny alebo
zlata namocil do zlata a kazda vystavil inej miere slne¢ného Ziarenia, vznikol
medzi nimi prad. Ide o takzvany fotovoltaicky jav. Tento efekt dnes vyuzi-
vaju, samozrejme s inymi materialmi, fotovoltické ¢lanky.

Na tomto by esSte ni¢ nebolo také zvlastne. Vieme, Ze svetlo ma energiu
a Ze energiu moze odovzdavat elektrickym nabojom (a naopak). Tok energie
je imerny E% Inymi slovami, ¢im intenzivnejsie Ziarenie na nieco svieti, tym
viac to zohrieva. Ak sedite pri dvoch svieckach, tak vas hreju dvakrat viac,
ako jedna. ’] Podobnti skiisenost mame aj so svetlom. Ak si do oéi zasvietime
dvomi baterkami, je to dvakrat horSie, ako keby sme si do nich zasvietili len
jednou. Ni¢ zvlastne. AZ na jednu vec — pri uvolfiovani elektrénov sa svetlo
spravalo inak.

Dizajn experimentu bol takyto: svetlom sa zasvietilo na dosku a z nej
vyleteli elektrony. Doska bola umiestnend v elektrickom poli a tak na preko-
nanie vzdialenosti medzi doskami potrebovali elektrony dostatoént energiu.
Napétie medzi doskami vieme menit. Ked je velké, nepreleti ni¢. Ked ho
zniZime, preleti aspon sem-tam niec¢o. Menenim elektrického pola a kontrolo-
vanim, ¢ cez neho nie¢o preniklo sa dalo merat, ¢i svetlo dokdze vykopnut
elektrony z kovu a ak ano, kol'ko kinetickej energie maju.

Clovek by ¢akal, Ze ak na nieco zasvieti ervenym svetlom z jednej baterky
a z kovu neunikne ziaden elektron, tak ak takych bateriek zoberie sto alebo
tisic, elektréony z materidlu vypudi. To sa ale nedeje! Intenzita svetla
nepomoze elektronom unikntt a nezvicsi ani maximélnu kineticki energiu,
s ktorou unikaju. Co j je eSte prekvapivejsie, pomaha zmena farby svetla! Co

35Pri teplote ohiia vznika infracervené/termalne Ziarenie, ktoré sa zachyti v nasej kozi
a ohrieva ju.
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nedokaze vela cervenych svetiel dokdze jedna fialova. Ako je to mozné?

RieSenie tejto hadanky priniesol — znovu — Einstein a ziskal zain Nobelovu
cenu. Navrhol, Ze svetlo nie je kontinuum elektromagnetického vinenia, ale,
7e s hmotou interaguje vo forme malych balickov — kvant — ktoré volame
fotony. Energia fotonu je

E =vh, (161)
kde v je jeho frekvencia a h je takzvana Planckova konstanta.
o Aké ma jednotky?

Elektrony st zachytené v potencidlovej jame a je treba dodat energiu W na
ich uvolnenie. Fotony interaguju s elektronmi po jednom. Ak je energie
jedného fotéonu mensia, nez W, tak elektrony neuvolnia. Ak je vicsia, tak
elektrony vyletia aj s prebyto¢nou kinetickou energiou

K =vh—W. (162)

12.3.2 Planckov zakon

Hortice Zelezo je ¢ervené. Podobne ako hortice kamene, hviezdy a vlastne
hoci¢o. Hocic¢o zohrejte, za¢ne to ziarit — to je princip starych Ziaroviek, no
rovnaky mechanizmus vés aj hreje pri ohni.

e Viete povedat priklad nie¢oho hortceho, ¢o nesala?

7. Maxwellovych rovnic sme sa dozvedeli okrem iného to, Ze svetlo je
elektromagnetické Ziarenie. MéZeme sa na neho pozerat ako na samostatnu
fyzikalnu entitu. Ako vSak suvisi s teplotou? Preco pri nizkej teplote nev-
idime ziarenie a pri vysokej &no? Dve veci: Po prvé, ak je elektromagnetické
pole v kontakte s materidlom, moéze sa ich teplota vyrovnat. Po druhé,
teplota elektromagnetického Ziarenia je dobre definovana vec! Spomente si,
7e sme mali niekol’ko réznych definicii teploty. Jedna z nich bola, Ze ak mam
systém, ktory sa modze nachadzat v réznych stavoch, tak pravdepodobnost
najst systém v danom stave je umerna P, ~ e /¥T Takze ak mam svetlo
pri nizkej teplote, budi pravdepodobné nizkoenergetické stavy a pri vysokej
teplote zas vysokoenergetické.

Prirodzeny pohlad na svetlo — kedZe ide o vInenie — je cez rozklad do
frekvencii, teda do modov. Mody, teda jednotlivé frekvencie svetla, su jeho
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stupne volnosti. 7 termodynamiky si v8ak paméitame, Ze kazdy stupen
volnosti méa energiu £ = %k:BT. Frekvencii je ale nekonecne vela a tak
by mala byt aj nekone¢ne velkéd energia elektromagnetického Ziarenia. To-
muto problému sa hovori UV katastrofa, kedZe do nekonecnej frekvencie
prispievaju hlavne vysokofrekvenéné mody.

Max Planck si uvedomil, Ze problém sa da vyriesit malou matemat-
ickou fintou — svetlo nemdze pribudat po Tubovolne malych mnoZstvach,
ale len po malych balikoch — kvantach. Opraveny vztah viedol k spravnemu
vysledku, ktory dnes pozname ako Stefan-Boltzmanov zdkon pre intenzitu
vyzarovaného svetla

I =0T, (163)

51.4 PR .
kde 0 = % ~ 5.67 x 107 3Wm2K~*. Tomuto modelu sa hovori Ziarenie

¢ierneho telesa.

e Preco ¢ierneho?

e Ako vyzera jeho spektrum? Skuste priblizne nacrtnut krivku, ktora opisuje
spektrum, teda aka je intenzita Zziarenia pre rozne vinové dlzky pri telese istej
teploty.

12.3.3 Stabilita atémov

Zrychlujici (meniaci rychlost ¢ smer) elektricky naboj vyZzaruje elektromag-
netické pole, ¢im straca energiu. Ako je teda mozné, Ze elektrony nespadnii do
jadra? To bola velka otéazka hned potom, ¢o Rutherfordove pokusy ukazali,
Ze atom viac vyzera ako planetarny systém nez ako puding. Zaroven sa
vedelo, ze atdbmy mozu prijat ¢i vyziarit len foton s energiou F ~ Ej (# — #),
kde n,m su celé ¢isla. To napoveda, ze elektrony sa médzu nachadzat len v
stavoch E ~ Ey/n* n=1,2,3....
Klasicky opis orbitov je rovnovaha medzi odstredivou a dostredivou (elek-

trickou) silou:

mev?  Zkee?

r r?
2
v= ,/Z:Lei . (165)
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Niels Bohr toto obohatil napadom, Ze ¢o ak sa castice moze pohybovat len
po trajektoriach, pri ktorych je moment hybnosti kvantovany ﬂ:

L = mour = nh, (166)
kde h = h/(2m). Ak dosadime vztah pre rychlost, dostaneme

k.Ze?
Me = nh, (167)
Mer
Cize -
n-h
Tn = 57— 168
Zk.e2m, (168)
Hodnota r; odpoveda typickej velkosti atomov, sme na dobrej ceste!
e Naozaj? Kolko to je?
Energia takéhoto systému je
7k e? 7?
E=- ~ —Fy—, 169
2r,, 0 p2 (169)
kde Ey = —13.6 eV. Toto presne vysvetlilo energiu elektréonu a energiu

vyziareného svetla, aj ked celkovo nejde o uplne presny opis — ten odvodil
az Schrodinger.

12.4 Kvantova mechanika

V roku 1924 vyslovil Louis-Victor de Broglie myslienku, Ze vSetka hmota mé
vlnova povahu, kde vinova dlzka je dané vztahom

A= h/p. (170)

Je to tak. Objavuje sa tam uz znamy novy hrac vo svete fyziky — Planckova
konstanta h. Ta sa (v redukovanej podobe) objavila aj v dalsom znamom
vztahu od Wernera Heisenberga, ktory pozname ako princip neurcitosti

AxAp > g, (171)

kde A predstavuje nepresnost (odchylku) v merani danej veli¢iny.

e A predstavuje neuréitost merania danej veli¢iny, ako interpretovat tento
vztah?

36Vo fyzike sa objavila novéa konstanta, h, ktora ma také jednotky, Ze pasuje vielikam.
37Motivoval ho komentéar jeho brata o tom, Ze rontgenové Ziarenie sa obéas sprava ako
Castica.
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12.4.1 Vlnova funkcia

KTucovym zistenim kvantovej fyziky je, Ze na opis spravania hmoty (aj svetla)
na mikroskopickej trovni je treba tplne iny formalizmus, nez pozname v
klasickej mechanike. (Teda, aspon na prvy pohlad, neskor sa objavil v teo-
retickej fyzike postup, ako takéto tedrie skonstruovat pomerne priamociaro.)
Kym v klasickej mechanike opisujeme stav hmotného bodu pomocou jeho
polohy a hybnosti, v kvantovej mechanike to robime pomocou pravdepodob-
nostnej vlnovej funkcie ¥(r). Ide o komplexnii funkciu stiradnic, ktora splia

[e.e]
/ U (r)*d’r = 1, (172)
—o0
kde |¥]? = - U* a x predstavuje komplexné zdruZenie. Interpretécia [¥(r)|?
je taka, ze ide o hustotu pravdepodobnosti najst ¢asticu v danom mieste.
V niec¢om je to podobné ako bezna pravdepodobnostnéa tebria, no ma to
kIacovy rozdiel — v kvantovej mechanike sa moéZzu pravdepodobnosti od seba
odpocitavat (kedZe umociujeme az po séitani vlnovych funkcii). Pridate
moznost, ako moze nieco nastat a klesne pravdepodobnost, Ze sa to stane.
Moéze za to (destruktivna) interferencia vinovych funkeii.

e Neda sa spravit kvantova fyzika len s redlnymi funkciami?

Pravdepodobnost najst casticu v objeme V' je
P(V) = / U (r)[2d°r. (173)
1%

Podmienka (172)) teda hovori, Ze pravdepodobnost najst ¢asticu niekde je
100%.

12.4.2 Operatory

Na opis stavu castice teda pouzivame vinové funkcie. Co opisuje fyzikalne
veli¢iny? Operatory. Co je operator? Zobrazenie, ktoré jednej funkcii priradi
int. Napriklad x-ova zlozka polohy a hybnosti ¢astice zodpovedaji operatory,
zna¢ime ich strieskou:

T = (175)



Strednt hodnotu veli¢iny, ktorej nalezi operéator O, uréime ako
(0) = / T (r)OW(r)d°r. (176)

Preco stredni hodnotu a nie presni? Lebo v kvantovo-mechanickom sveta
pracujeme nie s presnymi veli¢inami ale s pravdepodobnostami. Ak by ste
mali ta istu casticu v mnohych képidch a pri kazdej zmerali polohu, dostanete
iné vysledky. Roznym vysledkom viete priradit pravdepodobnosti a viete
spocitat, akid bude priemerna hodnota vysledku.

Operatory viem dokopy skladat, ¢i uz s¢itavat alebo nésobit. Nésobenie
znamena, ze operacie robim po sebe

O) = #+0.3p, (177)
Oy = ipa2,

Dokopy hovorime, Ze operatory tvoria operatorovu algebru, pripadne dokonca
nekomutativnu operatorovi algebru, lebo na poradi operéacii zalezi. Ak
ziskavam informaciu o jednom, stracam informéaciu o druhom. To je zék-
ladom Heisenbergovho principu neurcitosti , ktory sa da odvodit zo
vztahu

&, ] = ih. (178)

o Aké to moze mat fyzikalne vysvetlenie? (Napoveda: polohu meriame fotonmi
a tie maju hybnost.)

Ako si to predstavit? Predstavte si krabicu a v nej mam jednu casticu,
ktorej pravdepodobnost vyskytu je popisana vlnovou funkciou. Jednoducha
sinusovka mé velmi presnd hybnost ...

e Ako vyzeraju vlastné stavy operatora hybnosti?

. no je roztahana cez celi krabicu. Na druhua stranu, dobre lokalizovana
Castica je popisana vlnovou funkciou, ktora je vsade takmer nulovéa a nenulova
len na velmi tuzkej oblasti. Ako takuto vinu vyrobit? Treba sé¢itat vela
roznych sinusoviek (alebo inych vlastnych stavov operatora hybnosti) a teda
stavu s presnou polohou odpoveda vela roznych hybnosti. TakZe eSte raz:
roztahana vlna ma jasnu hybnost a nejasnid polohu, koncentrované vlna ma
jasnit polohu ale nejasnit hybnost. VInova funkcia sa presnou polohou aj
hybnostou sa neda skonstruovat.
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Predstavte si, Ze si vyrobim c¢asticu s presnou hybnostou — pekné monoténna
vinka v celej krabici. Ked v8ak zmeriam jej polohu, tak sa vlnu zrazu kon-
centruje a lokalizuje v mieste, kde som casticu nasiel — spoznal som polohu,
ale stratil informéciu o hybnosti, kedZe sa zmenil pripraveny pekny stav.

Mimochodom, proces merania, kedy sa z jedného stavu zrazu stane stav
iny, nie je v kvantovej mechanike riadne pochopeny, Schrédingerova rovnica
— hned si ju predstavime — ho nedokédze popisat. Toto sa berie ako jeden z
hlavnych nedostatkov kvantovej fyziky.

Vratme sa spat k stavom. Stav Castice sa samozrejme moze menit v Case,
vyvoj udéva spominana Schrodingerova rovnica

HU(r,t) = zhgt\ll( 1), (179)

kde H je operator zvany Hamiltonian a v klasickej fyzike mu odpoveda
celkova energia Castice, teda H=T+ U kde T je operator kinetickej energie
a U je operator potencialnej energie. Ten druhy je v beznych pripadoch
len normalnym nésobkom, napriklad Coulumbov potenciél % mé operator

U U(r,t) = 2W(r,t). Operator kinetickej energie zavisi od stradnic, v akych
tlohu riesime. V kartézskych stiradniciach to je

. h? [ 02 0? 02 h?
T——% (@—Fa—zﬂ—F@) ——%A, (180)

kde m je hmotnost Gastice a A je stary dobry laplacian [¥
Casto nas zaujimaju stacionarne rieSenie Schrodingerovej rovnice:

HU,(r,t) = E,V,(r,1), (181)
ktorych riegenim je jednoducho: U, (r,t) = ¥, (r)e'nt.
e Dokazte.
e Dalo by sa povedat, Ze hladame vlastny stav operatora H?
e Strucne prediskutovat rieSenie pre atom vodika.

Dolezitou vlastnostou rieSeni takejto rovnice je, Zze v mmnohych pripadoch
tvoria rieSenie diskrétne spektrum a ¢asovo-premenlivé rieSenie z nich vieme

skladat.

e Co vam toto pripomina?

38Preo je fajn pouzivat laplacian? Okrem toho, Ze je to ako znadenie krat&ie, tak m4, pri-
jemnu vlastnost — vieme, ¢o pisat, ak pracujeme v inych suradniciach, ako Euklidovskych.
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12.4.3 Superpozicie
Klacovym aspektom Schrodingerovej rovnice je jej linearita — sucet rieSeni
je tiez rieSenim rovnice

\I]<I'7 t) = Cl\Ifl(I‘, t) -+ CQ\IJQ(I'7 t) + ... (182)

Jednym z dobrych prikladov je spin, ktory moze nadobudat len dva rozne

stavy
V=V + V. (183)

Bornovo pravidlo hovori, Ze koeficienty ¢; udévaji pravdepodobnost néjst
casticu v danom stave

P = || (184)

e Aka z toho vyplyva podmienka na koeficienty ¢?

12.4.4 Struktara kvantovej mechaniky

Takze si to zhriime. Stav castice sa da rozkladat do bazy zakladnych stavov.
Zakladnych (bazovych) stavov moze byt aj nekone¢ne vela, pri¢om ich vieme
s¢itat dokopy s roznymi koeficientami. To vlastne znamena, Ze stavy v kvan-
tovej mechanike tvoria vektorovy priestor. Na rozdiel od jednoduchého vek-
torového priestoru, tu uvazujeme aj komplexné koeficienty a bazovych vek-
torov moze byt nekonecne vela (ale nemusi, vid priklad so spinom).

o Aka je baza pre spiny?

A ¢o viac, aj tento vektorovy priestor je vybaveny skalarnym suc¢inom — teda
niec¢im, ¢o zoberie dva jeho elementy a ako vysledok ndm da ¢islo

(U |Wy) = /\1/1\11; d’r. (185)

Takze mame trochu iny vektorovy priestor, ako sme zvyknuti, no je vybaveny
skalarnym stcinom ...

o Kde sme uz podobny videli?

126



ktory nam udéava velkosti. Fyzikdlne st vyznamna stavy, ktoré maju
velkost 1, kedZe ich interpretujeme ako pravdepodobnost [ﬂ

No a na tomto priestore stavov posobia isté operéatory (ktoré respektuji
jeho vektorovu $truktiru), ktoré stavy zobrazuju na iné stavy. Struktira
kvantovej mechaniky vlastne nie je zlozita a ponasa sa na veci, ktoré sme uz
videli.

Dve vyznamné zmeny, ktoré priniesla, st tieto. Po prvé, musime pouzivat
novy formalizmus, lebo pri operatoroch zalezi na poradi v akom ich apliku-
jem a to vedie na to, ze meranie jednej veliCiny nartisa meranie inej — to
suvisi s Heisenbergovym principom neurcitosti. Po druhé, vektorovy priestor
stavov ma komplexné koeficienty a to znamena, ze pravdepodobnosti sa mozu
navzajom rusit. Na zaver sa pozrieme na eSte jednu, zdanlivo tplne int for-
mulaciu kvantovej mechaniky, ktoréd pontukne int intuiciu.

12.4.5 Drahovy integral

Zndmym prikladom v kvantovej fyzike je dvojstrbinovy experiment. Ak cas-
tici postavime do cesty zédbranu s dvomi otvormi, ako vinova funkcia prejde
cez obe a na stene za nou vznikne interferenény obraz — na niektoré miesta
dopada castica Casto a na niektoré zriedka. Co ak by som za seba postavil
viac stien? Musim zahrnit moznosti ako vlnova funkcia prechadza cez ne.
Co ak by otvorov bolo viac? Treba ich tiez zahrnut. Co ak spravim limitu
nekonecne vela stien s nekonecne vela otvormi? Musim zapocitat vSetky
mozné drahy, ktoré spajaji body A a B. Preto sa takémuto postupu hovori
drahovy integral.

e Nakreslite si to.

Kazda draha zavaz faktorom [
S/t (186)

a vysledky sa dokopy sé¢itajiu. To S vo vzorci je klasicky uc¢inok S = [ L dt,
kde L je Lagranzian. Niekedy zavazi len klasickd trajektoria medzi dvomi
bodmi, niekedy aj kvantové korekcie. Kedy? Ué¢inok ma rozmer Js, rovnako

398posob, ako toto uchopit, je aj taky, Zze dva vektory povaZujeme za rovnaké, ak sa
lisia len velkostou. TakZe vlastne dochédza zjednoteniu ¥ ~ aW. MnoZina v8etkych takto
zjednotenych vektorov sa oznacuje la¢. Nazov celkov déva zmysel, skuste si to nakreslit.
40Kazdy faktor je komplexna jednotka.
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ako h. Ked sa castica pohybuje s ucinkom porovnatelnym s 7 je kvantové
spravanie dolezité, ak zas plati, ze S > h, mozeme ho ignorovat.

Typicky do vysledky prispievaju tie trajektorie, kde je uc¢inok extremalny
— tam sa pri malej zmene trajektorie zmeni len trochu a teda vela podob-
nych drah prispieva rovnakym fazovym faktorom a ich prispevky interferuja
konstruktivne. Pri trajektoriach, ktoré su daleko od extremalnych ...

e Daleko voé&i domu? A ¢o znamena daleko?

. sa komplexnéa faza prispevkov meni divoko a navzajom sa od¢&itavaja. V
limite 7~ — 0, mimochodom, dostédvame klasicki mechaniku.

12.5 A ¢o bude d'alej?
12.5.1 Kvantova gravitacia

Historia vedy a Specialne fyziky nas udi, Ze rézne tedrie maji — pod nasim
drobnohladom — tendenciu sa spajat. Kedysi sme mali elektrinu a magne-
tizmus, potom sme mali elektromagnetizmus a dnes mame elektroslabu silu
— pridala sa aj slaba jadrova. Celkovy pocet fundamentalnych teérii sa nam
podarilo okresat na dve: vSeobecné tedria relativity a Standardny model ¢as-
ticovej fyziky. Dve je malo, jedna by bola eSte menej.

Fyzika tak dlho hlada zjednocujuici tedriu, ktora by zahfnala casticovi
(kvantovi) fyziku aj gravitaciu — zatial méarne hladame teériu kvantovej
gravitacie.

Prvy pokus je vlozit gravitaciu do casticovej fyziky. Gravitacné pole
je opisané pomocou metrického tenzora, ktorého kvantum volame graviton.
Graviton je nehmotny bozon so spinom 2, ¢o je viac nez ostatné elementarne
Castice. Matematicky sa d& ukazat, ze jeho pritomnost , kazi“ fyzikalne teoriu,
vznikaju v nich neodstranitel né nekoneéna.

Druha moznost ja aplikovat kvantovy pristup k teorii gravitacie. Jedna
z formulacii kvantovej mechaniky je ,s¢itaj cez vSetky moznosti, ktoré mozu
nastat®. Co to vSak znamen4 v praxi? Méame scitat cez vSetky mozné defor-
mécie ¢asopriestoru? Vsetky mozné metrické tenzory? Cez rozne topologie?
Rozne pocty rozmerov?

Existuje niekol'ko pribliznych teérii, pomocou ktorych dokézeme niektoré
vlastnosti kvantovej gravitdcia nahliadnut. Zéaroven existuju experimenty,
ktoré sa kvantovu gravitaciu snazia testovat — napriklad zmerat gravitacné
posobenie Castice v superpozicii.
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12.5.2 Teoéria strun

Jeden z tspesnejsich pristupov ku kvantovej gravitacii je teoria strun, aj ked
aj td ma stale daleko k uspokojivej teorii.

Teodria strin vzisla z potreby vysvetlit isté spravanie Castic, vyrastla z
nej vSak fundamentélna tedria, ktord ma ako zakladny objekt otvorené ¢i
uzavreté struny. Roznym vibracidm strin odpovedaji rézne elementarne
Castice.

Teoria strun mé silné lakadlo — je matematicky velmi obmedzujica, bolo
by pekné mat tedriu, ktora neobsahuje Ziadnu volnost pri vybere hodnoty
parametrov. Problémom vsak je, Ze tedria strin si ziada 26-rozmerny caso-
priestor (10-rozmerny pre superstruny).

Preco sa vobec o takejto teorii bavime d'alej, ak vidime, Ze svet mam len 3
priestorové rozmery plus cas? Myslienka je taka, ze extra priestorové rozmery
st velmi malé a nevidime ich priamo, maju vSak vplyv na ich fungovanie.

e Prediskutujte priklad slona a mravca na slamke.

Z toho vychadza takzvany antropicky princip. Forma extra rozmerov
urcuje formu fyzikalnych zakonov a tie zas urc¢uji, ¢i je mozné existencia
zivota. Co ak je vesmirov vela, kazdy ma trochu iné fyzikalne zakony a len
péar z nich mé& podmienky vhodné pre zivot?

Z tedrie strun vzislo vela dalsich napadov, napriklad holograficky princip.
Je mozné, Ze nés tato cesta povedie k preformulovaniu fundamentalnych
zékonov — podobne, ako nas kvantovid mechanika prinutila prekopat formal-
izmus klasickej mechaniky:.

12.5.3 Tmava hmota a energia

Jednym z velkych otéznikov je tmava hmota — vyzera to tak, ze tvori velka
¢ast hmoty vesmiru. Vidime jej gravitacny vplyv, no nevidime jej priame
posobenie. Je mozné, Ze st chybné Einsteinove rovnice a treba modifiko-
vat gravitaciu, moznost existencie tmavej hmoty vSak stale povazujeme za
pomerne pravdepodobnii.

Pre jej existenciu je vela argumentov — od pozorovania gravita¢ného
soSovkovania, cez vznik galaxii (v simulaciach), rotaéné krivky (¢o drzi galaxie
pokope?), pohyb v kopach galaxii (¢o drzi pokope ich?), ¢ spektrum relik-
tového Ziarenia. Hypotéza tmavej hmoty zabija vela much jednou ranou.
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Prva moznost, ktora je z velkej ¢asti vyluc¢ena, sa oznacuje MACHOS
(Massive compact halo object), ¢ize malé hmotné astronomické telesa. Druha
moznost st WIMPy (Weakly interacting massive particles). Rozne detektory
sa snazia elementarne Castice tvoriace tmava hmotu identifikovat.

Zaroven je vesmir plny tmavej energie, ktora pri rozpinani vesmiru neredne,
teda aspon si to myslime. Javi sa, Ze to je energia prazdneho priestoru.
Vieme, ze prazdny priestor nie je tplne prazdny, neustale to v iom bubloce.
Takéto vysvetlenie vsak dava nespravnu hodnotu tmavej energie, rozdiel je
desiatky radov velky. Skuto¢nej podstate tmavej energie tak nerozumieme.

12.5.4 Supersymetria

Klacovou vlastnostou tedrie superstrin, supergravitacie ¢i mnohych rozsirent
standardného modelu ¢asticovej fyziky sa vola supersymetria.

Supersymetria je model, v ktorom mé kazda castica svojho superpart-
nera. Partner sa lisi spinom, fermiénom (necelo¢iselny spin) odpovedaji
bozony (celo¢iselny spin) a naopak. Vyhodou supersymetrickych teorii je, ze
fermiony a bozény dokazu navzajom vyrusit svoje prispevky, ktoré dokazu
teoriu ,kazit".

Fyzika pozna rozne spojité symetrie, napriklad rotacnu ¢ transla¢na
symetriu alebo relativistické Lorentzovské transforméacie. Supersymetria je
prirodzenym rozsirenim tychto symetrii a dokopy tvoria konzistentny celok
— to je pre niektorych silnou indiciou.

Problémom v8ak je, Ze sa nam zatial nepodarilo objavit supersymetrick-
¢ho partnera ani jednej znamej Castice.

12.5.5 Kvantové pocitace

Jedna zaujimava novinka, ktora nas mozno caka, je vyuzitie kvantovych poci-
tacov. Bezné pocitace operuju s bitmi, teda s jasnymi stavmi 1 alebo 0. Kvan-
tové pocitafe operuju s qubitmi, teda superpoziciou stavov 1 a 0 (napriklad
Castica so spinom hore a dole).

Vyhodou tychto pocitacov je, ze akoby dokazu preratat viacero alternativ
naraz. Vyzvou je v8ak z velkého po¢tu vysledok vybrat ten, ¢o nas zaujima
— tam je rozhodujice konstruktivna a destruktivna interferencia.

Druhy problém kvantovych pocitacov je, Ze st ndro¢né na konstrukciu a
chod — kvantové stavy musia byt izolované od okolia, meranie — aj nechcené,
vo forme interakcie s okolim — krehky kvantovy stav dekoheruje.
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e Co je to dekoherencia?

Sucastou kvantovych pocitacov je aj takzvany kvantovy teleport. Ide
o proces, pri ktorom sa prenesie kvantovy stav pomocou série klasickych
signalov (teda jednotiek a nul). Komunikicia pomocou qubitov pontka
fascinujicu moznost ako prenasat informéciu na velké vzdialenosti, nejde
vSak o presun hmoty.

Kvantova mechanika je, ¢o do aplikacii, velmi tspesna tedria, v jej teoret-
ickych zakladoch st nedostatky. Okrem iného nerozumieme procesu mera-
nia, ten je nevratny a nemoze tak byt opisany Schrédingerovou rovnicou.
Konvencné, takzvana kodanska, interpretacia kvantovej fyziky hovori, Ze ex-
istuje deliaca cCiara medzi klasickou a kvantovou fyzikou, takzvany Heisen-
bergov rez. Tento opis je pre mnohych neuspokojivy. Existuji interpretécia
kvantovej mechaniky, kde toto delenie neexistuje. Za pozornost stoji naprik-
lad Everettova kvantova mechanika, ktora je plne popisana Schrédingerovou
rovnicou, no nutne vedie na existenciu viacerych svetov. Su aj dalsie inter-
pretécie, napriklad tedria spontdnneho kolapsu, superdeterminizmu ¢ pilot-
nej viny, kazda ma vsak svoje nedostatky. Aj toto myslime tym, Ze kvantovej
fyzike stéle nerozumieme poriadne.

Priklady

e Spocitajte r; v Bohrovom modeli atomu.

e Ak4 je vizbova energia elektronu v kove, ak ho vykopne zo svojho
miesta modra svetlo a nedokaZe to Gervené?

e Spocitajte frekvenciu svetla vyziareného pri prechode z prvého exci-
tovaného stavu vodika do zakladného. Spocitajte jeho frekvenciu pri
rekombinécii (opak ionizacie).

e Zistite, ako dochadza k jadrovej fuzii v Slnku (a buducich faznych reak-
toroch).

e Zistite, ako dochédza k jadrovému Stiepeniu v reaktoroch.

e Najdite si hodnotu hmotnosti deutaria a hélia. Pomocou nich urcite
vézbovu energiu uvolnenu pri reakcii 2D — He.
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Plutonium-238 moze prejst alfa premenou. Na zaciatku méame Plutonium-
238, potom mame He-4 a Uran-234. Pomocou Weizséckerovej rovnice
odhadnite, kol'ko energie sa uvolni. Vysledok porovnajte s informéaciou

z internetu. Parovy ¢len mozete ignorovat.

Spocitajte, kolko energie vyzaruje Slnko a kolko Zem.
Ako je definovana jednotka energie eV'? Kolko eV je 1 J?7

Energia potrebna na uvolnenie elektronu z kovu je 10 eV. Aka frekven-
cia svetla odpoveda takejto energii? Aka je rychlost uvolneného elek-
tronu, ak zasvietime svetlom s dvojnésobnou frekvenciou?

Zistite, Co su to: leptony, mezoény, baryony, hadrony.

Vyriesit stacionarnu Schrédingerovu rovnicu pre Casticu na tsecke (ako
stvisi s Casticou na priamke?).

Mali sme ¢asticu na tsecke v prvom excitovanom stave (¥3) a presla do
zékladného stavu (¥;). Foton akej vinovej dlzky vyziarila? Aka musi
byt dizka tsecky, aby bol vyziareny foton modry?

Mame ¢asticu na tusecke v stave W(x) = 0.25V;(z) + c¢W¥o(x). Urcite
konstantu ¢ a stredntt hodnotu energie ¢astice v tomto stave.

Mali sme casticu, ktord bola na zaciatku v stave ako v predoslom
priklade a nechali sme ju dalej vyvijat v ¢ase (podla Schrodingerovej
rovnice). Ako sa po jednej sekunde zmeni pravdepodobnost ju néjst v
prvej polovici tsecky?

Méam casticu v zakladnom stave na tisecke a tsecku skratim na polovicu
(pomaly, tak, aby Castica zostala v zakladnom stave). Ako sa zmeni jej
energia? (Ponaucenie: Casticiam sa nepaci, ked ich stlacate. Tento jav
stabilizuje niektoré hviezdne objekty a brani gravitacnému kolapsu.)

Aky ucinok ma elektron, ktoré prejde jeden nanometer za jednu mikrosekundu?
Porovnajte s h.

Aky je moment hybnosti Zeme pri pohybe okolo Slnka vyjadrené v
nésobkoch A?
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Projekty
e Ako postupne vznikli atomy vo vesmire?

e Ako funguje jadrovy reaktor?

Zistit preco neexistuju zelené hviezdy.

Ako funguje Schrodingerove rieSenie pre atom vodika?

Ako funguje kvantova komunikacia?

Hocico z témy fyzika budicnosti vas zaujalo moZzete spracovat ako pro-
jekt.
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Par slov na zaver

A to je vSetko? Vsak sme len sé¢itavali a nasobili, sem tam derivovali a inte-
grovali. Presne tak. Matematika za fyzikou bezne nie je typicky zlozita, skor
zdlhava — treba spravit vela jednoduchych krokov. Samozrejme, nie vidy
sa vSetko da dopocitat, presné vysledky st vzacne vynimky. No nés teraz
nemuselo trapit — my sme chceli nakuknat pod kapotu stroja, ktory mozeme
povazovat za jedno z najfenomenalnejsich diel Tudstva — fyziku, tedriu, po-
mocou ktorej rozumieme svetu okolo nas. Snad vas tento text presvedcil, Ze
matematika nie je na to, aby nam veci komplikovala, ale aby nam umoznila
uchopit javy, ktoré by sme inak uchopit nedokazali. A naopak, bezné a zname
javy nadm umoziuju do zéazrace fungujice matematiky ziskat isty vhlad.
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